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AVANT-PROPOS À LA CINQUIÈME ÉDITION 


La cinquième édition en langue française du présent manuel dif- 
fère de la 4-ième édition. 

Deux nouveaux chapitres ont été inclus dans cet ouvrage: le 
chapitre XX « Eléments de la théorie des probabilités et de la 
statistique mathématique » et le chapitre XXI « Matrices. Ecriture 
matricielle des systèmes et résolution des systèmes d'équations 
différentielles linéaires » qui contient le matériel indispensable 
pour la préparation mathématique des étudiants des écoles techni- 
ques supérieures. En outre dans ce chapitre on a accordé une grande 
importance à l'écriture matricielle des systèmes d'équations diffé- 
rentielles linéaires. On a utilisé l'écriture matricielle des solutions 
approchées successives des systèmes d’ équations différentielles liné- 
aires à coefficients variables. La nécessité d'inclure ce matériel 
dans un cours de calcul différentiel et intégral pour les écoles techni- 
ques est liée au fait que l'étude des solutions des systèmes d’équa- 
tions différentielles est, dans de nombreux ouvrages d’électratech- 
nique, de radiotechnique, d'automatique, conduite à l'appui de 
l'appareil de la théorie des matrices. 

Le chapitre XVI a été complété par les paragraphes 26, 27, 28. 
On considère ici la méthode des approximations successives des solu- 
tions des équations différentielles, on démontre les théorèmes d'exis- 
tence et d'unicité de la solution d'une équation différentielle. On a 
accentué la rigueur de l'exposé de tout le chapitre consacré aux équa- 
tions différentielles. 

Le paragraphe 31 du chapitre XIII « Eléments de la théorie 
de la stabilité de Liapounov » a été notablement élargi. Il est main- 
tenant intitulé ainsi: « Eléments de la théorie de la stabilité de 
Liapounov. Comportement des trajectoires de l'équation différen- 
tielle au voisinage d’un point singulier ». Ici parallèlement à la 
considération de la stabilité des solutions des systèmes d'équations 
différentielles on étudie le comportement des trajectoires à proximité 
d'un point singulier du plan de phase. Cela était indispensable, 
car lors de l'étude des questions correspondantes dans les cours 
d’ électrotechnique, de radiotechnique et d’automatique on doit 
savoir utiliser couramment ces notions. Certains paragraphes ont 
été récrits en utilisant la théorie de nombres complexes. On a nota- 
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blement élargi le $ 2 du chapitre XI, où l’ on donne la démonstra- 
tion de l'existence d'une intégrale définie d’une fonction continue. 
On a ajouté le § 11 complémentaire du chapitre XI « Intégration 
d’une fonction complexe de la variable réelle ». On a écrit de nou 
veaux paragraphes 24 et 25 du chapitre XVI consacrés aux séries 
de termes complexes et aux séries entières de la variable complexe. 
Le nouveau paragraphe 12 du chapitre XVII est consacré aux sé- 
ries de Fourier sous forme complexe. On a élucidé certaines notions 
largement utilisées dans les applications (spectre, fonction spectra- 
le). On a écrit les nouveaux paragraphes 15 « Série de Fourier sui- 
vant un système orthogonal de fonctions » et 16 « Notion d'espace 
fonctionnel linéaire. Analogie entre le développement d’une fonction 
en série de Fourier et le développement des vecteurs » du chapitre 
XVII. Ce matériel est exposé de façon que les étudiants et les ingé- 
nieurs puissent comprendre le matériel des autres disciplines basées 
sur cet appareil mathématique. 

On a ajouté au chapitre XIX un nouveau paragraphe 20 « La 
fonction delta et son image ». 

Le chapitre VIII a été complété par le paragraphe 19 « Obten- 
tion d’une fonction à partir des données expérimentales par la métho- 
de des moindres carrés ». Le contenu de ce paragraphe forme dans la 
précédente édition l'Annexe I placé à la fin du premier tome de ce 
manuel. 

L'annexe II de la précédente édition est maintenant répartie 
suivant les paragraphes 10 « Formule d'interpolation de Newton » 
et 11 « Dérivation numérique » du chapitre VII. 

Quelques compléments ont été apportés aux chapitres V, VII, 
IX, XII et XIII. 


L'auteur 


Chapitre I 
NOMBRE, VARIABLE, FONCTIONS 


$ 1. Nombres réels. Représentation des nombres réels 
par les points de l’axe numérique 


La notion de nombre est l’une des plus fondamentales des mathé- 
matiques. Elaborée dans l'Antiquité, elle a subi au cours des siècles 
un long processus d'extension et de généralisation. 

Les nombres entiers, les nombres fractionnaires positifs et néga- 
tifs, avec le nombre zéro sont appelés nombres rationnels. Tout nom- 


bre rationnel peut être mis sous la forme du quotient + de deux 
nombres entiers p et g. Par exemple: 


5 5 

LÉ 1,25 = T: 

En particulier, tout nombre entier p peut être considéré comme 
P 


le quotient des deux nombres entiers p et 1 de Par exemple: 


6 0 
6— T` 0= T: 

Les nombres rationnels peuvent être mis sous la forme de fractions 
décimales périodiques, limitées ou illimitées. 

Les nombres exprimés par les fractions décimales illimités non 
périodiques sont appelés nombres irrationnels; tels sont, par cxemple, 
les nombres |/2, V3, 5 — V?, etc. 

La collection des nombres rationnels et irrationnels forme l'en- 
semble des nombres réels. Les nombres réels constituent un ensemble 
ordonné, c’est-à-dire que, pour chaque couple de nombres réels x 
et y, une et seulement une des relations suivantes 


IZY, TSY, ID Y 
est satisfaite. 

Les nombres réels peuvent être représentés par les points de l'axe 
numérique. On appelle axe numérique une droite infinie sur laquelle 
on a choisi : 1) un point O appelé origine, 2) un sens positif, que l'on 
indique par une flèche, et 3) une unité de mesure. Le plus souvent 
nous disposerons l'axe horizontalement et choisiruns la direction 
de gauche à droite comme sens positif. 
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Si le nombre zx; est positif, nous le représenterons par le point 
M, situé à droite de l’origine et distant de O de OM, = x; de même 
si le nombre z est négatif, nous le représenterons par le point M, 
situé à gauche de O et distant de O de OM: = — x: (fig. 1). 

‘ Le point O représente le nombre zéro. Il est évident que tout 
nombre réel est représenté par un seul point de l'axe numérique. 
A deux nombres réels distincts correspondent deux points différents 


M 0 M, 
-2-441 123 
` Fig. 1 


T 


de l'axe numérique. La proposition suivante est vraie : chaque point 
de l’axe numérique est l’image d'un seul nombre réel (rationnel ou 
irrationnel). 

Ainsi il existe une correspondance biunivoque entre tous les nom- 
bres réels et tous les points de l'axe numérique: à chaque nombre 
correspond un point unique et inversement à chaque point correspond 
un seul nombre dont il est l’image. Cela permet dans de nombreux 
raisonnements d'employer indifféremment la notion de a nombre z » 
ou celle de « point x». Dans ce manuel nous aurons fréquemment 
l'occasion de mettre cette remarque à contribution. 

Indiquons, sans la démontrer, la propriété suivante relative à 
l'ensemble des nombres réels : entre deux nombres réels quelconques, il 
existe toujours des nombres rationnels et des nombres irrationnels. Géo- 
métriquement cela signifie : entre deux points quelconques de l'axe numé- 
rique, il existe toujours des points rationnels et des points irrationnels. 

En guise de conclusion, citons le théorème suivant qui joue, en 
quelque sorte, le rôle d'une pont jeté entre la théorie et la pratique ». 


Théorème. Tout nombre irrationnel œ peut être exprimé avec 
le degré de précision voulu à l'aide de nombres rationnels. 
En effet, soit o un nombre irrationnel positif. Proposons-nous 


d'évaluer la valeur approchée de o à ` près (par exemple, à mm près, 


à Ss près, etc.). 

Quel que soit le nombre o, il est inclus entre deux nombres entiers 
consécutifs V et N + 1. Partageons le segment compris entre N et 
N + 1 enn parties égales. Alors œ se trouvera inclus entre deux nom- 


bres rationnels NL et N+” + 1 


. La différence entre ces deux 


; : 1 ; in 
nombres étant égale à SÉ chacun d'eux exprimera o avec la précision 


voulue, le premier par défaut, le second par excès. 


$ 2] VALEUR ABSOLUE D'UN NOMBRE RÉEL 15 


Exemple. Le nombre irrationnel 1/2 s'exprime à l'aide des nombres 
rationnels : 


1,4 et 1,5 T près 
Léi et 1,42 à qi près, 


1,414 et 1,415 à 55 om Près, etc. 


A 2. Valeur absolue d'un nombre réel 


Introduisons maintenant la notion de valeur absolue d'un nom- 
bre réel. 

Définition. On appelle valeur absolue (ou module) d'un 
nombre réel z (noté | x |) le nombre réel non négatif qui satisfait 
aux conditions suivantes : 


Iz|=z si z > 0; 
lz |= —z siz<0. 
Exemples: |2] =2; |—5 | = 5; [0| = 0. 


Tl découle de cette définition que pour tout z on a ze lz]. 
Voyons quelques propriétés de la valeur absolue. 
1. La valeur absolue de la somme algébrique de plusieurs nombres réels 
n'est pas supérieure à la somme des valeurs absolues des termes 


Iz+yl<lzl+lyl. 
Démonstration. Soit z+ y > 0, alors 
Iz+yl=z+y<Izl+lyl (arz <s izl 
et y< ly I). 
Soit z + y < 0, alors 
lz+yl=— (z +y) [= (— a2) +(— y) i<zli+iyl, 
c.q-f.d. 
La démonstration peut être facilement étendue au cas d’un nom- 
bre quelconque de termes. 
Exemples: 
1—2+31<1—21+131—=2+3—5 ou 1 <5, 
1—3—5[—=)—31+ 1—51—3+5—8 ou 8 — 8. 
2. La valeur absolue de la différence n'est pas inférieure à la différence 
des valeurs absolues des termes : 


Iz—yl>lzl—-lyl Izl> lvl. 
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Démonstration. Posons z — y =z, alors z =y +z et 

d’après la propriété précédente 
lzl=ly+zl<lyl+Ilzi=lyl+1lz—yl, 

d'où 

c.q.f.d. 


3. La valeur absolue du produit est égale au produit des valeurs abso- 
lues des facteurs: 


Izl—Iyl<iz—yl, 


lzyl=1zllyllzt 
4. La valeur absolue du quotient est égale au rapport des valeurs abso- 
lues du dividende et du diviseur : 
zj lel 
vl Iyl 


Les deux dernières propriétés découlent immédiatement. de la 
définition de la valeur absolue. 


§ 3. Grandeurs variables et grandeurs constantes 


Quand nous mesurons certaines grandeurs physiques telles que 
le temps, la longueur, la surface, le volume, la masse, la vitesse, la 
pression, la température, etc., nous établissons les valeurs numéri- 
ques de ces grandeurs physiques. Les mathématiques étudient les 
grandeurs sans tenir compte de leur contenu concret. Dans ce qui 
suit, quand nous parlerons de grandeur, nous aurons en vue ses 
valeurs numériques. Durant différents phénomènes certaines gran- 
deurs varient, c'est-à-dire qu'elles sont susceptibles de prendre 
diverses valeurs numériques; au contraire, d’autres peuvent con- 
server une même valeur numérique. Ainsi, si un point matériel se 
déplace suivant un mouvement uniforme, le temps et la distance 
varient, tandis que la vitesse reste constante. 

On appelle grandeur variable ou variable une grandeur susceptible 
de prendre différentes valeurs numériques. Une grandeur dont les 
valeurs numériques ne changent pas est appelée grandeur constante 
ou constante. Par la suite, nous désignerons les grandeurs variables 
par les lettres x, y, Z, u, . .., etc., et les grandeurs constantes par 
les lettres a, b, c, . .., etc. 


Remarque: En mathématiques on considère souvent les 
grandeurs constantes comme un cas particulier des grandeurs varia- 
bles : une constante est une variable dont les diverses valeurs numé- 
riques sont toutes égales. 

Remarquons, toutefois, gu au cours de l'étude de divers phéno- 
mènes physiques il peut arriver qu’une même grandeur soit constante 
dans certains cas et variable dans d’autres. Par exemple, la vitesse 
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d'un corps animé d'un mouvement uniforme est une grandeur cons- 
tante, mais la vitesse d’un mouvement uniformément accéléré est 
une grandeur variable. Les grandeurs qui conservent une même 
valeur quel que soit le phénomène considéré sont appelées constantes 
absolues. Ainsi, le rapport de la longueur d'une circonférence à son 
diamètre est une constante absolue dont la valeur n = 3,14159... 

Nous verrons par la suite que la notion de grandeur variable 
est fondamentale pour le calcul intégral et différentiel. Dans « La 
dialectique de la nature » Engels écrit: « La grandeur variable de 
Descartes a marqué un tournant en mathématiques. C'est avec elle 
que le mouvement et la dialectique sont entrés dans les mathémati- 
ques et que se fit sentir tout de suite la nécessité du calcul différen- 
tiel et intégral. » 


§ 4. Domaine de définition d'une variable 


Une variable est susceptible de prendre des valeurs numériques 
différentes. L'ensemble de ces valeurs peut varier suivant le cara:tère 
du problème considéré. Par exemple, la température de l’eau chauf- 
fée dans les conditions normales peut varier depuis la température 
ambiante, 15 à 18 °C, jusqu'à celle du point d'ébullition, 100 °C. 
Par contre, la variable z = cos a peut 
prendre toutes les valeurs comprises 
entre —1 et +1. 

La valeur d'une variable s'exprime 
géométriquement par un point de l'axe 
numérique. Ainsi, l’ensemble des valeurs 
que prend la variable x = cos & pour 
toutes les valeurs de o est représenté par 
l'ensemble des points de l’axe numérique 
compris entre —1 et +1, les points —1 Fig. 2 
et +1 étant inclus (fig. 2). 


Définition. On appelle domaine de définition d'une variable 
l'ensemble des valeurs numériques qu'elle est susceptible de prendre. 

Citons les domaines de définition de certaines variables que nous 
rencontrerons fréquemment par la suite. 

On appelle intervalle ouvert ou intervalle d'extrémités a et b len- 
semble de tous les nombres z compris entre a et b (a < b); les nom- 
bres a et b n’appartiennent pas à cet ensemble. On le désigne soit par 
la notation (a, b), soit par les inégalités a < z < b. 

On appelle segment ou intervalle fermé d'extrémités a et b len- 
semble de tous les nombres x compris entre les deux nombres a et b; 
les nombres a et b appartiennent à l’ensemble. On le désigne soit par 
la notation la, bl, soit par les inégalités 


dere: P. 
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Si l’un des nombres a ou b, a par exemple, appartient et si l'au- 
tre n’appartient pas à cet intervalle, on a alors un semi-intervalle 
ouvert en b; on peut le définir par les inégalités 


ge Ze D 


et on le désigne par la notation la, b). Si le nombre b appartient 
et si a n'appartient pas à cet intervalle, on a alors un semni-inter- 
valle ouvert en a (a, b], que l’on peut définir à l’aide des iné- 
galités 

a < zx <b. 


Si la variable x prend toutes les valeurs plus grandes que a, on 
désigne cet intervalle par la notation (a, + co), que l’on peut égale- 


0 Zë Iyn" 
S E 


Fig. 3 


ment définir à l'aide des inégalités conventionnelles 
de Ze + 00. 


On considérera également les intervalles et les semi-intervalles 
infinis, définis par les inégalités conventionnelles suivantes : 


a Lı < +o; —o<Ir<t; — o <r [G 
— 00 <Z x << + 00. 


Exemple. Le domaine de définition de la variable z = cos qa, pour tou- 
tes les valeurs de o, est le segment {—1, +1]: on peut l’exprimer à l’aide des 
inégalités —1 < z < +1. 


On peut remplacer dans les définitions précédentes le mot « nom- 
bre » par le mot « point ». Ainsi, on appelle segment l’ensemble de 
tous les points x situés entre les points a et b (a et b étant les extré- 
mités du segment), les points a et b sont inclus dans cet ensemble. 

On appelle voisinage d'un point x tout intervalle ouvert (a, b) 
contenant ce point, c'est-à-dire un intervalle (a, b) pour lequel soient 
vérifiées les inégalités a < zue b. On choisit souvent le voisinage 
(a, b) de sorte que le point zo se trouve en son milieu. Le point x, 


ri rayon du 


est alors appelé Le centre du voisinage et le nombre 


voisinage. La figure 3 représente le voisinage (o — €, zo + €) de 
centre x, et de rayon €. 
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$ 5. Variable ordonnée. Variable croissante et variable 
décroissante. Variable bornée 


On dit que la variable x est ordonnée si l'on connaît son domaine 
de définition et si, pour chaque couple de ses valeurs, on peut in- 
diquer celle qui est antécédente et celle qui est conséquente. Ici la 
notion de antécédence » ou de « conséquence » n'est pas liée au 
temps. Elle exprime une certaine façon d'ordonner les valeurs 
de la variable. 

Un cas particulier de grandeur variable ordonnée est celui d'une 
grandeur variable dont les valeurs forment une suite numérique 
Xis X2, Z3, - >- ënn... Dans ce cas, pour KE <k la valeur zp. est 
e antécédente » et la valeur zx a conséquente », indépendamment 
du fait laquelle de ces deux valeurs est la plus grande. 


Définition 1. Une variable est dite croissante si chaque 
valeur conséquente est plus grande que chaque valeur antécédente. 
Une variable est dite décroissante si chaque valeur conséquente est 
plus petite que chaque valeur antécédente. 

Les variables croissantes et les variables décroissantes sont appe- 
lées variables à variation monotone ou simplement variables monotones. 


Exemple. Quand on double le nombre des côtés d'un polygone régulier 
inscrit dans un cercle, l'aire s de ce polygone est une variable croissante. De 
même, quand on double le nombre des côtés d'un polygone circonscrit à un cer- 
cle, l'aire de ce polygone est une variable décroissante. Remarquons qu'une 
variable n’est pas nécessairement croissante ou décroissante. Par exemple, la 
variable z — sin à n’est pas une variable monotone quand a croît sur le segment 
lo, SEN Elle croît d’abord de O à 1, puis décroît de 1 à —1, croît de nouveau de 


Définition 2. Une variable x est dite bornée s'il existe 
une constante M œ> 0 telle que, pour toutes les valeurs conséquentes 
de la variable à partir d une certaine valeur, les inégalités 


—M «<z < M, c'est-à-dire |z | < M. 


sont satisfaites. 

En d'autres termes, une variable est dite bornée s'il existe un 
segment [—M, M] tel qu'à partir d'une certaine valeur toutes les 
valeurs conséquentes de la variable appartiennent à ce segment. 
Toutefois, il existe des variables bornées dont les valeurs ne remplis- 
sent pas le segment [—M, MI. Par exemple, une variable susceptible 
de prendre les différentes valeurs rationnelles du segment [—2, 2] est 
bornée, mais il est évident qu'elle ne prend pas toutes les valeurs 
de ce segment (précisément, les valeurs irrationnelles). 


2* 
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§ 6. Fonction 


L'étude des divers phénomènes de la nature et la résolution de 
divers problèmes techniques et, par conséquent, mathématiques, 
nous amènent à considérer la variation d’une grandeur en corréla- 
tion avec la variation d’une autre grandeur. Ainsi quand nous étu- 
dions un mouvement, nous considérons le chemin parcouru comme 
une variable qui dépend du temps. Ici le chemin parcouru est une 
fonction du temps. 

Prenons un autre exemple. La surface du cercle en fonction du 
rayon est donnée par la formule bien connue Q = nR?. Si le rayon R 
prend différentes valeurs, la surface Q prendra également différentes 
valeurs. Ainsi la variation de l'une de ces variables entraîne la varia- 
tion de l’autre. Ici la surface du cercle Q est une fonction du rayon R. 
Donnons la définition de la notion de « fonction ». 


Définition 1. Nous dirons que y est une fonction de x et 
nous écrirons y = f(x), y = ọ (z), etc., si à chaque valeur de la 
variable z appartenant à un certain domaine correspond une valeur 
de la variable y. 

La variable z est appelée variable indépendante. La dépendance 
entre les variables x et y s'appelle une dépendance fonctionnelle. La 
lettre f, qui entre dans la notation symbolique de la dépendance 
fonctionnelle y = f (x), indique qu’il faut appliquer certaines opé- 
rations à z pour obtenir la valeur correspondante de y. On écrit par- 
fois y = y (z), u = u (x), au lieu de y = f(x), u = ọ (x); dans ce 
cas, les lettres y et u expriment en même temps la valeur de la fonc- 
tion et le symbole des opérations appliquées à z. 

La notation y = C, où Cest une constante, exprime une fonction 
dont la valeur est égale à C quel que soit z. 


Définition 2. L'ensemble des valeurs x pour lesquelles 
la valeur de la fonction y est donnée par la loi f (x) est appelé domai- 
ne d'existence de la fonction (ou domaine de définition de la fonction). 


Exemple 1. La fonction y = sin x est définie pour toutes les valeurs 
de z. Donc, son domaine d'existence est l'intervalle infini — œ < z < + e 


Remarque 1. S'il existe une dépendance fonctionnelle 
entre les deux variables x et y = f (x) et si l’on considère x et y = 
= f (x) comme des variables ordonnées, nous dirons alors que pour 
les deux valeurs y* = f (x*) et y** = f (z**) de la fonction f (x) 
correspondant aux valeurs z* et zët de la variable z, la valeur con- 
séquente de la fonction est celle qui correspond à la valeur consé- 
quente de la variable indépendante. C'est pourquoi nous sommes 
tout naturellement conduits à énoncer la définition suivante. 
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Définition 3. La fonction y = f (x) est dite croissante si 
à une plus grande valeur de la variable indépendante cprrespond une 
plus grande valeur de la fonction. On définit d'une manière analo- 
gue la fonction décroissante. 


Exemple 2. La fonction Q = nR? est une fonction croissante pour 
0 R = + œœ, car à une plus grande valeur de R correspond une plus grande 
valeur de Q. 


Remarque 2. Quand on définit la notion de fonction, on 
admet parfois qu’à chaque valeur de z prise dans un certain domaine 
correspond non pas une valeur de y, mais plusieurs ou même une 
infinité. Dans ce cas, la fonction est dite multivoque, tandis que la 
fonction précédemment définie est dite univoque. Par la suite, nous 
conviendrons d'appeler fonctions uniquement celles qui sont uni- 
voques. Si dans certains cas nous avons affaire à des fonctions mul- 
tivoques, nous le spécifierons chaque fois pour éviter toute confu- 
sion. 


$ 7. Diverses formes d'expression des fonctions 


LFonctions données à d'aide de tables 

Dans ce procédé on dispose dans un certain ordre les valeurs de 
la variable indépendante x, z2, . .., x, et les valeurs correspon- 
dantes de la fonction y1, Y2, . . — Yn- 


Telles sont, par exemple, les tables des fonctions trigonométri- 
ques, les tables des logarithmes, etc. 

On peut obtenir au cours de l’étude expérimentale de certains 
phénomènes des tables qui expriment la dépendance fonctionnelle 
existant entre les grandeurs mesurées. Ainsi, par exemple, les relevés 
de la température de l'air faits dans une station météorologique 
durant une journée nous donnent la table suivante: 


Valeur de la température T (en degrés) en fonction du temps t 
(en heures) 


tJifelslals{folsl sl 


r | of- |- zl -os| e| af s| 


Cette table définit 7 en fonction de t. 
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I. Représentation graphique 
des fonctions 


Soit dans le plan un système de coordonnées rectangulaires. Un 
ensemble de points M (x, y), tel qu'aucun couple de points ne se 
trouve sur une droite parallèle à l’axe Oy, définit une certaine fonc- 
tion univoque y = f (x). Les val'urs de la variable indépendante 
sont les abscisses de ces points, les valeurs de la fonction les ordon- 
uées correspondantes (fig. 4). 


Fig. 4 


L'ensemble des points du plan (rOy) dont les abscisses sont les 
valeurs de la variable indépendante et les ordonnées les valeurs cor- 
respondantes de la fonction est appelé graphique de cette fonction. 


II Représentation analytique 
des fonctions 


Précisons tout d'abord ce que nous entendons par « expression 
analytique ». Nous appellerons expression analytique la notation sym- 
bolique de l'ensemble des opérations mathématiques connues que 
l'on doit appliquer dans un certain ordre à des nombres et des lettres 
exprimant des grandeurs constantes ou variables. 

Remarquons que par ensemble des opérations mathématiques 
connues nous envisageons non seulement les opérations mathémati- 
ques apprises au cours des études secondaires (addition, soustrac- 
tion, extraction de la racine, etc.) mais également toutes les opéra- 
tions qui seront définies au fur et à mesure de l’exposé du cours. 

Donnons des exemples d'expressions analytiques : 


logz—sinzxz 

A x V51 3z 

Ai =; 2 KPL äs, S 

5 LI a SR 

Si la dépendance fonctionnelle y = f (x) est telle que f est une expres- 
sion analytique, nous disons que la fonction y de x est donnée analy- 
tiquement. Voici quelques exemples d'expressions analytiques : 


Dn Due EE; Bye Vis; 


4) y = sin z; 5) Q = nR°, etc. 
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Dans ces exemples les fonctions sont exprimées analytiquement 
par une seule formule. (On appelle formule l'égalité entre deux 
expressions analytiques.) Dans ces cas on peut parler du domaine 
naturel de définition d'une fonction. 

Le domaine naturel de définition d'une fonction donnée par une 
expression analytique est l'ensemble des valeurs de z pour lesquelles 
l'expression du second membre a une valeur bien déterminée. Ainsi, 
le domaine naturel de définition de la fonction 
y=2t— 2 est l'intervalle infini — oo Ze o, 
puisque cette fonction est définie pour toutes les 
valeurs de x. La fonction y = + est définie 
pour toutes les valeurs de z, excepté la valeur 
z = 1, car pour cette valeur le dénominateur 
s'annule. Le domaine naturel de définition de la 
fonction y = V1 — 7? est le segment —1 < 
<r <1, etc. 


Remarque. Il importe parfois de consi- Fig. 5 
dérer non pas tout le domaine naturel de défi- Ke 
nition d’une fonction, mais une partie de ce 
domaine. Ainsi, la surface Q du cercle s'exprime en fonction du 
rayon R par la fonction Q = xR°. Le domaine de définition de cette 
fonction pour ce problème géométrique concret est évidemment l'in- 
tervalle infini 0 < R < + co. Toutefois, le domaine naturel de 
définition de cette fonction est l'intervalle infini — o < R Lo 
Une fonction y = f (x) dont on connaît l'expression analytique 
peut être représentée graphiquement sur le plan des coordonnées 
z0y. Ainsi, le graphique de la fonction y = x° est la parabole repré- 
sentée sur la figure 5. 


§ 8. Principales fonctions élémentaires. 
Fonctions élémentaires 


Les principales fonctions élémentaires sont des fonctions dont 
l'expression analytique est l'une des suivantes: 

I. La fonction puissance: y = x% oo est un nombre réel *). 

II. La fonction exponentielle: y = a* où a est un nombre positif 
différent de 1. 

HI. La fonction logarithmique : y = log, x où la base du logarith- 
me est un nombre positif a différent de l'unité. 

IV. Les fonctions trigonométriques: 


y =sinzxz, y —Ccoszxz, y —tgz, y = ctg T, y = sec x, 
y = cosec z. 


*) Pour a irrationnel, cette fonction se calcule en prenant le logarithme 
et l'exponentielle : log y — a log z. On suppose que z > 0. 
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V. Les fonctions trigonométriques inverses : 
y = arc sin z, y = arc Cos x, y = arc tg zT, 
y = arc ctg x, y = arc sec z, y = arc cosec x. 
Déterminons les domaines de définition et traçons les graphiques 
des principales fonctions élémentaires : 
l La fonction puissance, y = 1. 


1. a est un entier positif. La fonction est définie en chaque point 
de l'intervalle infini — œo < z < + co. Les graphiques de cette 
fonction pour différentes valeurs de o sont représentés sur les fign- 
res 6 et 7. 


Yars 


Fig. 6 Fig. 7 


2. « est un entier négatif. Dans ce cas la fonction est définie pour 
toutes les valeurs de x, excepté la valeur x = 0. Les graphiques de 
cette fonction pour différentes valeurs de o sont représentés sur les 
figures 8 et 9. 


Fig. 8 Fig. 9 


Les figures 10, 11, 12 représentent les graphiques des fonctions 
puissance pour o rationnels fractionnaires. 
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La fonction exponentielle, y =a*, a>0 et 
a Æ 1. Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de z. Le gra- 
phique de cette fonction est représenté sur la figure 13. 


A az V2 


Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12 


La fonction logarithmique, y = log x, a>0 
et a 3 1. Cette fonction est définie pour x œ 0. Le graphique de cette 
fonction est représenté sur la figure 14. 


Les fonctions trigonométriques (circu- 
l a i r e s). Dans les formules y = sin x, etc., la variable indépendante 


HUN S 1073527 


y=log,x 


Fig. 14 


z est exprimée en radians. Avant de donner la définition d’une fonc- 
tion périodique remarquons que toutes les fonctions circulaires 
énumérées sont périodiques. 

Définition 1. La fonction y = f(x) est dite périodique 
s’il existe un nombre constant C tel que la valeur de la fonction ne 
change pas quand on ajoute (ou l’on retranche) le nombre C à la 
variable indépendante: f (x + C) = f (x). 

Le plus petit de ces nombres est appelé période de la fonction. 
Nous la désignerons par la suite par 21. 
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Il découle immédiatement de cette définition que la fonction 
y = sin z est une fonction périodique de période 2x1: sin z = 
= sin (x + 2x). La période de la fonction y = cos x est aussi égale 
à 2x. La période des fonctions y = tg z et y = ctg x est égale à n. 
Les fonctions y = sin z et y = cos x sont définies pour toutes 
les valeurs de z; les fonctions y = tg x et y = sec x sont définies 


partout, sauf aux points z = (2k + 15 (k = 0, +1, +2, ...); les 


fonctions y = ctgz et y = cosec x sont définies pour toutes les 
valeurs de z, sauf aux points z = kn (k = 0, +1, +2, ...). Les 
graphiques des fonctions trigonométriques sont représentés sur les 
figures 15-19. 

Par la suite nous étudierons en détail les graphiques des fonctions 
trigonométriques inverses. 

Introduisons la notion de fonction de fonction. Si y est une fonc- 
tion de u et u une fonction de la variable z, y dépend alors de z. Soit 


y = F(u) 
et 
u = ọ (x). 


Nous en déduisons une fonction y de z: y = F [ọ (x)l. 
Cette dernière est appelée fonction de fonction ou fonction com- 
posée. 


Exemple 1. Soit y —sinuet u = z?. La fonction y = sin (z?) est 
une fonction composée de z. 


Remarque. Le domaine de définition de la fonction y = 
= F le (Gol est soit le domaine de définition tout entier de la fonc- 
tion u = (x), soit la partie de ce domaine dans laquelle les valeurs 
de u appartiennent au domaine de définition de la fonction F (u). 


Exemple 2. Le domaine de définition de la fonction y= 
= MI — ñ (y = Vu, u =1 — z) est le segment [—1, 1] puisque quand 
Iz1>1,u<O et, Dar conséquent. la fonction u n'est pas définie (quoique 
la fonction u = 1 — z? soit définie pour toutes les valeurs de z). Le graphi- 
que de cette fonction est la moitié supérieure de la circonférence de rayon 1, 

ont le centre est l'origine des coordonnées. 


L'opération « fonction de fonction » peut être exécutée non seule- 
ment une fois, mais un nombre arbitraire de fois. Par exemple, on 
obtient la fonction composée y = Log {sin (x? + 1)l en exécutant 
les opérations suivantes (en définissant les fonctions suivantes): 


v= +1, u = sinv, y = Logu. 
Donnons la définition d'une fonction élémentaire. 


Définition 2. On appelle fonction élémentaire toute fonc- 
tion qui peut être donnée à l'aide d’une seule formule du type y = 
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Fig. 15 


Fig. 16 


Fig. 18 


Fig. 17 
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= f (x), où la fonction f (x) est le résultat des combinaisons de fonc- 
tions élémentaires principales et de constantes réalisées à l’aide 
des opérations d’addition, de soustraction, de multiplication, de 
division et de fonction de fonction; toutes les opérations doivent 
être effectuées un nombre fini de fois. Il découle de cette définition 
que les fonctions élémentaires font partie 

D des fonctions définies analytiquement. 


Exemples de fonctions élémentaires : 
vc lels Va, y=ViFSsintz ; 
Sc logr+4yr+2t8z 
0! 1 2 S 20 e + 10 
etc. 
Fig. 20 Exemple de fonction non élémentaire : 
La fonction y —1-2-3.... en (y = f (n) 
n'est pas une fonction élémentaire puisque le 
nombre des opérations que l'on doit effectuer pour obtenir y croît avec n, 
c'est-à-dire n’est pas un nombre fini. 
Remarque. La fonction représentée sur la figure 20 est une 
fonction élémentaire bien ou elle soit donnée à l’aide de deux for- 


mules : 
f(x) = x, si Oz <14; Tass 2x — 1, si 1 < x < 2. 


Cette fonction peut être donnée par une seule formule : 


ro=3 (2-4) +4- 11=3 (2-4) Aug 


pour 0 < z < 2. 


§ 9. Fonctions algébriques 


Les fonctions algébriques comprennent les fonctions élémentaires 
suivantes : 


IL. Fonction rationnelle entière ou poly- 
nôme 
y= 002" + ax" +... + an, 


OÙ Go, 1, + - — An SOnt des nombres constants appelés coefficients ; 
n est un entier positif que l’on appelle degré du polynôme. Il est 
évident que cette fonction est définie pour toutes les valeurs de z, 
c'est-à-dire qu'elle est définie dans un intervalle infini. 


Exemples: 1. y — ar + b est une fonction linéaire. Quand b — 0, 
cette fonction exprime une dépendance entre z et y telle que ces deux variables 
sont proportionnelles. Quand a = 0, y = b, la fonction est constante. 
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2. y = ax + bz + c est une fonction du second degré. Le graphique de cette 
fonction est une parabole (fig. 21). L'étude détaillée de ces fonctions est l'objet 
de la géométrie analytique. 


SA op IA of 


a) b) 
Fig. 24 


I. Fractions rationnelles. Cette fonction est 


définie comme le rapport de deux polynômes : 


Ge Log EE 
be? + be" +... F bm 


Un exemple de fraction rationnelle nous est fourni par la fonction 


H 


a 


T 


qui exprime une dépendance inversement proportionnelle. 

Le graphique de cette fonction est donné sur la figure 22. Il est 
évident que la fraction rationnelle est définie pour toutes les valeurs 
de z, excepté bien sûr les valeurs pour lesquelles le dénominateur 
s'annule. 


a<0 


Fig. 22 


II. Fonction irrationnelle. On dit que la fonc- 
tion y = f(x) est irrationnelle si f (x) est le résultat des opérations 
d'addition, de soustraction, de multiplication, de division et 
d élévation à une puissance rationnelle non entière. Voici des exem- 
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ples de fonctions irrationnelles : 


y= 2 +vz, y= Ha, etc. 
1+ 57° 


Remarque 1. Les trois types de fonctions algébriques que 
nous venons de citer n'épuisent pas toutes les fonctions algébriques. 
On appelle fonction algébrique toute fonction y = f (x) qui satisfait 
à une équation du type 


Po (2) y” + P, (z) "+... + Pa fl (1) 


où Po (zx), Pı (z), . . Ba (x) sont des polynômes de z. 

On peut démontrer que toute fonction appartenant à l'un des 
trois types cités vérifie une équation du type (1), mais parmi les 
fonctions vérifiant les équations du type (1), il existe des fonctions 
qui n'appartiennent à aucun des trois types précédents. 


Remarque 2. On appelle fonctions transcendantes les fonc- 
tions qui ne sont pas algébriques. 
Voici des exemples de fonctions transcendantes : 


y =cosz, y= 10", etc. 


§ 10. Système de coordonnées polaires 


On peut déterminer la position d'un point du plan à l'aide d’un 
système dit de coordonnées polaires. 

Soient dans le plan un point O que l’on nomme pôle et une demi- 
droite issue de ce point que l’on appelle axe polaire. La position d'un 
point arbitraire M du plan peut être déterminée à l’aide de deux 
nombres: le nombre p qui donne la distance du point M au pôle, et 
le nombre ọ qui est égal à l'angle formé par le segment OM et l'axe 
polaire. On adopte le sens contraire aux aiguilles d’une montre 
comme sens positif. 

Te nombres p et o sont appelés coordonnées polaires du point M 
(fig. 23). 

Ele Aod vecteur p sera toujours un nombre non négatif. Si l'an- 
gle polaire ọ varie entre les limites 0 < @ < 2x, alors à chaque 
point du plan, autre que le pôle, correspond un couple bien déter- 
miné de nombres p et o Pour le pôle on a p = O et o est arbi- 
traire. 

Etablissons les relations qui existent entre les coordonnées polai- 
res et les coordonnées orthogonales. Supposons que l'origine du systè- 
me de coordonnées orthogonales coïncide avec le pôle et le sens posi- 
tif de l'axe Or avec l'axe polaire. 
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Il découle directement de la figure 24 que 
z ss DOG, y =psin o 


e Mt, tgo. 


Remarque. Pour déterminer o, il faut prendre en considé- 
ration le quadrant où se trouve le point et choisir la valeur appro- 
priée de o Dans ke système de coordonnées polaires l'équation 
p = F (oi détermine une courbe. 


Fig. 23 Fig. 24 Fig. 25 


Exemple 4. D sation p = a, où a est une constante, définit dans le 
système de coordonnées polaires un cercle, dont le centre est au pôle et le rayon 


et inversement 


p>0 


Da 


Fig. 26 
est a. L'équation de ce cercle (fig. 25) dans un système de coordonnées orthoguna- 
les, disposé comrae l'indique la figure 24, est : 

VAF =a ouz p =a, 


Exemple 2. 
p = ap, où a = const. 


Disposons sous forme de table les valeurs de p pour certaines valeurs de ọ: 


1 
p | 0 |= 0,78 ajx 1,57 a| æ 2,36 al œ 3,14a| x 4,71alz& 6,28 al = 9,42 a | æ 142,56 a 


La courbe correspondante est représentée sur la figure 26. Cette courbe est 
appelée spirale d'Archimède. 
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Exemple 3. 
p = 2a cos y. 


C'est l'équation d’un cercle de rayon a, dont le centre se trouve au point 

go = a, p = 0 (fig. 27). Ecrivons l'équation de ce cercle dans Je système de coor- 
onnées rectangulaires. 

z 


En substituant dans cette équation p= V 13-F y2, cos ọ = — = on 


Va + 
a VAF = 2a 


ou z? 4 y?— 2ar =Q. 


Ver 


Exercices 
1. Soit donnée la fonction f(z)—z2+67—4. Vérifier les égalités f (1) — 3 


= 23. 
2. ebe SCH Calculer les valeurs: ai f(4). Rép. 17. 
Rép. 3. 4). Rép. a+ 2a+2. d) f(a)+1. Rép. a?+-2 
3 AAA Pad SE ah. Rép tt e Í (22). Rép- "ei 
3. eiis . Former les expressions: g(+ et 
1—7 _ ,._1 3z+5 
3+5r ' (x)  z—íi 
A p(x)=V22+% Former les expressions: d Ga et ém, Rép. y (2z) = 
=2Vz2+1; Ņ(0)=2. 
5. 1(6)=tg6. Vérifier l'égalité Wl ke: 


ee: me o (F) - 


2/ (6) 
— 17 (8)? ` 
6. See Vérifier l'égalité SR Hg (b)= p (Er ate 


f(z)=logz; ọ(z)= z3. Former les ex SE a) f Tol Rép. 3 log 2. 


(a)]. Ré 3 log a. c) ff (a)l. R og ob 
8. KASS le d db imaina naturi del ent de la fonction u=2r? +1. 


Rép. — 0 <r e Le 
9. Indiquer les domaines naturels de définition des fonctions : 


a) Hie, Rép. —1 <1 <+1. b) V3Fz+Y 77. Rép. —3 <1 <7. 
c) Y z}a—}yz—b. Rép. — 00 <z <+. d) atz . Rép. za. 


e) arcsin? z. Rép. —1 <z <1. f) y—=log z. Rép. : 250. 
g) y=—ax(a >0). Rép. — oo KSk + 00 
Construire les graphiques des fonctions suivantes : 


10. y——3r+5. 11. y= r4. 12. y=3— Zeg 


13. y=22421—1. 14. Tea 15. y=sin fe, 


16. y—cos3r. 17. y—1x2—4r+6. 18. y= 


1—zr? 
nn äi, moe (15). a vou ($) = 
22. y=ctg {z 23. tf, 24. y=27*, 

25. y= log + . 26. y—23+1. 27. y—4— 78. 
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1 
By. Dien, 30. y=. ` M. y. 
1 
32. y=z . 33. Kons. 34. y=| z|. 
35. y—log|z|. 36. y= log: (1—73). 
37. y=3sin (2+5)- 38. y—4 cos (2+7 i 
39. La fonction f (z) est définie sur le segment [— 41 ; 1] de la manière suivante ` 
f (z)=14+z pour —1<z<0; 
f (z)=1—2rz pour 0<z<1. 
40. La fonction f(z) est définie sur le segment [0 ; 2] de la manière suivante : 
Tale zf pour 0<z<1; 
{(z)=z pour 1<7<2. 
Construire les courbes données en coordonnées polaires . 
AL p= (spirale hyperbolique). 
42. p=a (spirale logarithmique). 


+ p=a Lie 29 (lemniscate). 44. p—a(1—cosp) (cardioïde). 
p=a 


3—1162 


Chapitre II 
LIMITE ET CONTINUITÉ DES FONCTIONS 


$ 1. Limite d’une grandeur variable. 
Grandeur variable infiniment grande 
Nous allons considérer dans ce paragraphe des variables ordon- 
nées à variation spécifique que l’on définit par l'expression o la 
variable tend vers une limite ». Dans la suite de ce cours, la notion 
de limite d'une variable va jouer un rôle fondamental, étant inti- 
mement liée aux notions de base de l'analyse mathématique: la 
dérivée, l'intégrale, etc. 
Définition 1. Le nombre constant a est appelé la limite 
de la grandeur variable z si, pour tout nombre arbitrairement petit 


de 
0 I aot 
Sa 
Fig. 28 
e > 0, on peut indiquer une valeur de la variable z telle que toutes 
les valeurs conséquentes de la variable vérifient l'inégalité 
Iz—al<e. 
Si le nombre a est la limite de la variable x, on dit que z tend 
vers la limite a et on écrit : 
za ou limz =a. 
On peut définir également la notion de limite en partant de con- 


sidérations géométriques. 
Le nombre constant a est la limite de la variable x si pour tout 


voisinage donné, aussi petit qu’il soit, de centre a et de rayon e, 
on peut trouver une valeur de z telle que tous les points correspon- 
dant aux valeurs suivantes de la variable appartiennent à ce voi- 
sinage (fig. 28). Donnons quelques exemples : 


Exemple 4. La variable z prond successivement les valeurs 
1 1 1 
kr kt WE dh +7; kat bh Cd OR mmlt es 
Montrons que cette grandenr variable a une limite égale à l'unité. 


Nous avons A i 
Iza—1l=| (1+4) —|=Ż. 


813 LIMITE D'UNE GRANDEUR VARIABLE 35 


Pour & arbitraire, toutes les valeurs conséquentes de la variable, à partir de n 
défini par la relation 1 <eoun> E vérifient l'inégalité 


Is —11<e, c.q.f.d. 
Remarquons que dans le cas présent la variable tend vers sa valeur limite en 
décroissant. 


Exemple 2. La variable z prend successivement les valeurs 


1 1 
a=1—-5 i lt; TEE 


1 1 
k keck CW ... mit: DE 
Cette variable a une limite égale à l'unité. En effet, 
1 1 
late] (1+ $) 1. 
Pour e arbitraire à partir de n satisfaisant à la relation 
1 
SCH 
d'où ’ 
2> T’ 
nlog2> log + 
log L 
n> £ 
log2 ? 
toutes les valeurs suivantes de z vérifient l'inégalité | z, — 1 | < e. Remarquon 
que dans ce cas la valeur de la variable est tantôt plus grande, tantôt plus petite 
que la valeur limite. La variable tend vers sa limite en « oscillant autour d'elle ». 


Remarque 1. Comme il a été indiqué au § 3 du chapitre I, 
la grandeur constante c peut être considérée comme une variable 
dont toutes les valeurs sont égales: z = c. 

Il est évident que la limite d’une grandeur constante est égale 
à cette constante, puisque l'inégalité | z — c | = |c —c|=0 <e 
est toujours satisfaite pour e arbitraire. 


Remarque 2. Il découle de la définition de la limite qu’une 
grandeur variable ne peut pas avoir deux limites. En effet, si 
lim z =a et lim z = b (a < b), x doit satisfaire simultanément 
aux deux inégalités suivantes : 


lz—aj<e et |z—b]|<e 
pour e arbitrairement petit; mais cela est impossible si € < 2 
(fig. 29). 
3* 


—a 
2 
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Remarque 3. Il ne faut pas s'`imaginer que chaque variable 
doit nécessairement avoir une limite. Soit z une variable qui prend 
successivement les valeurs 


PAE PE EE E 
1 9 T = Z’ s= g’ DEn = 2h? 
1 
Taiti = OR 


(fig. 30). Pour k suffisamment grand, la valeur de zz} et toutes les 
valeurs conséquentes correspondant aux indices pairs seront aussi 
voisines que l'on veut de l'unité, mais la valeur Zo et toutes les 


x-a] 
i 


Ze 2e T I I l, Is 
e< tya 0 1 
Fig. 29 Fig. 30 


valeurs qui suivent correspondant aux indices impairs seront aussi 
voisines que l'on veut de zéro. Donc, la variable z ne tend pas vers 
une limite. 

Il ressort de la définition de la limite que si une variable tend 
vers une limite a, a est une grandeur constante. Mais l'expression 
«tend vers » peut s'employer également pour caractériser un autre 
mode de variation d'une variable, ce qui apparaît de la définition 
suivante. 


Définition 2. La variable x tend vers l'infini si pour cha- 
que nombre positif donné M on peut indiquer une valeur de z à 
partir de laquelle toutes les valeurs conséquentes de la variable 
vérifient l'inégalité | z | > M. 

Si la variable x tend vers l'infini, on dit que c'est une variable 
infiniment grande et l'on écrit z — oo. 


Exemple 3. La variable z prend les valeurs 
zı = 1; En = 2; En = —3; ...; In = (—4)nn;... 


C’est une variable infiniment grande puisque pour M > č arbitraire toutes les 
valeurs de la variable à partir de l’une d'entre elles sont toutes plus grandes que 
M en valeur absolue. 


La variable z «tend vers plus l'infini» ou æ-> + œ si pour 
M > 0 arbitraire, à partir d'une certaine valeur, toutes les valeurs 
conséquentes de la variable vérifient l'inégalité M < zx. 


Un exemple de variable tendant vers plus l'infini est donné par la variable 
x qui prend les valeurs z, = 1, En = 2, .. un In —n, ... 
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La variable z « tend vers moins l'infini » ou z — — co si pour 
M œ 0 arbitraire, à partir d'une certaine valeur, toutes les valeurs 
suivantes de la variable vérifient l'inégalité z < — M. 


Ainsi, par exemple, la variable qui prend les valeurs z; = —1, 
Z} = —2,..., Zn = —N, ..., tend vers moins l'infini. 


$ 2. Limite d’une fonction 


Dans ce paragraphe nous étudierons certains cas particuliers de 
variation d une fonction lorsque la variable indépendante z tend 
vers une limite a ou vers l'infini. 


Définition 1. Soit y = f(x) une fonction définie dans 
un voisinage du point a ou en certains points de ce voisinage. La 
fonction y = f (x) tend vers la limite b (y —+ b) lorsque x tend vers 
a (x—+ a), si pour chaque nombre positif e, aussi petit qu'il soit, 
on peut indiquer un nombre po- 


sitif ô tel que pour tous les z y -f (x) 

différents de a et vérifiant l’iné- bre & P 

galité *) LEE 

EE Ne 
1f(&)—b1<e 


est satisfaite. Si b est la Limite 
de la jonction f (x) quand z-+ a. 


on écrit alors a- a T 
lim f(a) =b Fig. 34 


ou f(x) — b quand z— a. 

Le fait que Í (z) — b quand z + a se traduit sur le graphique 
de la fonction y = f(x) de la manière suivante (fig. 31); puisque 
de l'inégalité | x — a |< ô découle l'inégalité |f (z) —b|<e, 
alors les points M du graphique de la fonction y = f (x), correspon- 
dant à tous les points z dont la distance jusqu’au point a est :nfé- 
rieure à ô, sont contenus dans une bande de largeur Ze délimitée 
par les droites y = b — e et y = b + e. 


Re marque 1. On peut également définir la limite de la 
fonction f (x), quand x — a, de la manière suivante. 


. *) Dans le cas gens nous avons en vue les valeurs de z vérifiant l'iné- 
galité | x — a | < ô et appartenant au domaine de définition de la fonction. 
Par la suite nous rencontrerons emment des cas analogues. Ainsi, quand 
nous étudierons le comportement d'une fonction pour z — co, il peut arriver 
que la fonction soit définie pour les valeurs entières et positives de z. Par 
conséquent, dans ce cas z + co, en prenant des valeurs positives entières. Par 
la suite, nous supposerons que cette condition est toujours réalisée. 
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Soit une variable z prenant les valeurs telles que (ordonnée de 
sorte que) si 
1z*—-al>lzt* — al, 


alors x** est une valeur conséquente et x* une valeur antécédente. Si 
12" —a|—=12" —a| et Ze ST 


alors z** est conséquent et z* antécédent. 

Autrement dit, de deux points de la droite numérique le point 

conséquent est celui qui est le plus près de a. Si les points sont 

à égale distance de a, le point con- 

y - séquent sera celui qui se trouve à droite 
y-f 1x) dea 

Soit une variable z ordonnée de 
cette manière et tendant vers la limite 
a [z — a ou lim z = al. 

Considérons la variable y = f (x). 
En outre, admettons une fois pour 
toutes que de deux valeurs de la fonc- 
tion la valeur conséquente est celle 
qui correspond à la valeur conséquente 

Fig. 32 de la variable x. 
` Si une grandeur variable y, définie 
comme il a été indiqué ci-dessus, tend 
vers une limite b, quand z —> a, nous écrirons alors 


lim f (z) = b 


et nous dirons que la fonction y = f (z) tend vers la limite b pour 
z—>a. 

On démontre facilement que ces deux définitions de la limite 
sont équivalentes. 


Remarque 2. Si f(x) tend vers la limite b, quand x tend 
vers un nombre a en ne prenant que des valeurs plus petites que a, 
nous écrirons alors lix lim d (x) = b, et nous appellerons b; la limite à 


gauche de la fonction | D (x) au point a. Si x prend des valeurs plus 
grandes que dg, nous écrirons alors lim f(x) = b, et nous appellerons 


+a+0 
bz la limite à droite de la fonction au point a (fig. 32). 

On peut démontrer que si les :imites à gauche et à droite existent 
et sont égales, c’est-à-dire b; = b, = b, alors b est la limite de cette 
fonction au point a dans le sens défini plus haut. Inversement, si une 
fonction a une limite b au point a, les limites à gauche et à droite 
de cette fonction au point a existent et sont égales. 
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Exemple 1. Montrons que lim (3z + 1) =7. En effet, soit e >0 
un nombre arbitraire donné; pour que l'inégalité 
(Bz+1)—71<e 
soit satisfaite, il faut que soient satisfaites les inégalités suivantes: 


[8—61<e, 1r—-21<7, 
E E 
~g <r—2<-7. 


Ainsi pour 8 arbitraire et pour toutes les valeurs de la variable x vérifiant l'iné- 
galité | z — 2 | < + = ð la valeur de la fonction 3z + 1 diffère de 7 de moins 
de e. Cela signifie justement que 7 est la limite de cette fonction pour z —+ 2. 


Remarque 3. Pour l'existence de la limite d'une fonction 
quand z — a, il n’est pas nécessaire que la fonction soit définie au 
point z = a. Quand nous calculons une limite, nous devons considé- 
rer les valeurs de la fonction au voisinage du point a, mais diffé- 
rentes de a. Ceci est clairement illustré par l'exemple suivant. 


si 2—4 : zi— 4 
Exemple 2. Montrons que lim Kee Ici la fonction => 


n'est définie pour z=2. 
ous devons démontrer que pour & arbitraire on peut indiquer un à tel que 
soit satisfaite l'inégalité 


| SC Al (1) 


que |z — 2 | < ð. Mais pour z Æ 2, l'inégalité (1) est équivalente à l'iné- 
gali 


es 
z—2 


—4|=1e+3—41<e 


ou 
Iz—21<e (2) 


Ainsi, l'inégalité (1) sera satisfaite quel que soit e si l'inégalité (2) est satisfaite 
ER Ee signifie que la limite de cette fonction est égale a 4 quand 
z vers 2. 


Considérons encore certains cas de variation d’une fonction quand 
z tend vers l'infini. 


Définition 2. La fonction f (x) tend vers la limite b quand 
æ—+ œ si pour chaque nombre positif e, aussi petit qu’il soit, on 
peut indiquer un nombre positif V tel que pour toutes les valeurs 
de x vérifiant l'inégalite |z |> N, l'inégalité |f (2) —b|<e 
est satisfaite. 
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Exemple 3. Montrons que 
z+1 š 1 
lim 2) =1 ou que um EE 


X—00 


Il faut démontrer que, quel que soit e, l'inégalité 
1 
| IESSE (3) 
sera satisfaite dès que |z | >N, où N cst défini par le choix de e. L'inégalité (3) 
est équivalente à l’inégalité suivante: | = | < e, qui est satisfaite si l'on a 


1 
Ix1> = =N. 


Cela signifie que lim (1+4) =1im Z1 me 33). 
x x 


Fig. 33 


La signification des symboles z—> +00 et z->— œo rend évidente 
celle des expressions 
« f (x) tend vers b quand z — + œ » et 
ef (x) tend vers b quand zz — co», 


que l’on note symboliquement par: 
lim f(z) = b; lim IC = b. 
x—> +00 LP Te 


$ 3. Fonctions qui tendent vers l'infini. 
Fonctions bornées 


Nous avons étudié les cas où la fonction f (x) tend vers une cer- 
taine limite b quand z — a ou z —> oo. 

Considérons maintenant le cas où la fonction y = f (x) tend vers 
l'infini quand la variable x varie d’une certaine manière. 


Définition 1. La fonction f (x) tend vers l'infini quand 
z— a, autrement dit f(x) est infiniment grande quand z — a, si 
pour chaque nombre positif M, aussi grand qu'il soit, on peut trouver 
un nombre ô > 0 tel que pour toutes les valeurs de z différentes de 
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a et vérifiant la condition | x — a | < ô, l'inégalité | f (x) | > M 
est satisfaite. 
Si f (x) tend vers l'infini quand z —— a, on écrit: 


lim Î (z) = ©, 


ou f (x) — œ quand z —+ a. 
Si f (x) tend vers l'infini quand z —> a, en ne prenant que des 
valeurs positives ou que des valeurs négatives, on écrit respective- 


ment lim f (z) = + œ% et lim f (z) = — œ. 


Fig. 35 


Exemple 1. Montrons que lio ga = Lo, En effet, quel que 


1 0—3) Ze 
sit M>0,0on a: 
1 
ga > M 
dès que 
up < 
ou 
1 
1 —— =06. 
| l I< Va 
La fonction uUa ne prend que des valeurs positives (fig. 34). 
Exemple 2. Montrons que lim EEN — co. En effet, quel que soit 
x 
M>0, ona 
1 
CHEM 
dès que 


lzļ=1z—0|< =ð. 


rci EEN > D pour r<0 al) <0 pour z >O (fig. 35). 
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Si la fonction f (x) tend vers l'infini quand z —> œo, on écrit: 
lim f (z) o 


x>w 
et, en particulier, on peut avoir 
lim f(z)= œ, lim f(z)= œ., lim f(z)= — œ. 
x-» +o x—+—00 xpa 


Par exemple, 
lim = Le, lim f= — œ. 


x—>00 x—+—00 


Remarque 1. Il peut arriver que la fonction y = f (z) ne 
tende ni vers une limite finie ni vers l'infini quand x —> a ou z —+ co. 


Exemple 3. La fonction y = sin x est définie dans l'intervalle infini 
— 00 < x +00, mais ne tend pas vers une limite finie ou vers l'infini quand 
z — +œ (fig. 36). 


y y=sinIr 
-2n -n E Ei T 
Fig. 36 
Exemple A La fonction y = sin a qui est définie pour toutes les 


valeurs de z, excepté z — 0, ne tend vers aucune limite finie ou vers l'infini 
quand z — 0. Le graphique de cette fonction est représenté sur la figure 37. 


Fig. 37 


Définition 2. La fonction y = f (x) est dite bornée dans 
le domaine de définition de la variable z s'il existe un nombre posi- 
tif M tel que pour toutes les valeurs de x appartenant à ce domaine 
l'inégalité | f (x) | < M est vérifiée. Si un tel nombre n'existe pas, 
on dit que la fonction f (x) n’est pas bornée dans ce domaine. 


Exemple 5. La fonction y = sin z, définie dans l'intervalle infini 
— 00 <z < Le, est bornée, puisque pour toutes les valeurs de z 


| sin z | <1 = M. 


Définition A La fonction f (x) est dite bornée quand x— a, 
s'il existe un voisinage de centre a dans lequel la fonction est bornée. 
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Définition A La fonction y = f (x) est dite bornée quand 
z— 00, s'il existe un nombre N œ> 0 tel que, pour toutes les valeurs 
de x vérifiant l'inégalité | x | > N, la fonction f (x) est bornée. 

Le théorème suivant permet de conclure si la fonction f (x), 
quand elle tend vers une limite, est bornée ou non. 


Théorème 1. Si lim f(x) = b et si b est un nombre fini, la 
xa 
fonction f (x) est bornée quand x — a. 


DH 
1 
i 
+ 
i 
1 
l 
i 
1 
Wl 


Fig. 38 
Démonstration. Il vient de l'égalité lim f (z) = b que 
xa 
pour tout € œ> 0, il existe un nombre 6 tel que dans le voisinage 
a—ô<z<a +ô l'inégalité 
If()—b1<e 


| lf@I<ibl+e 
est satisfaite. 


Cela exprime justement que la fonction f (x) est bornée quand 
T— «a. 
Remarque 2. Il découle de la définition d'une fonction 
bornée f (x) que si 
lim f (2) = œo ou na n f (2) = ©, 


ou 


c'est-à-dire si f (a) e est infiniment grande, la fonction n'est pas bor- 
née. La propriété inverse n'est pas vraie: une fonction non bornée 
peut ne pas être infiniment grande. 

Par exemple, la fonction y =z sin + n’est pas bornée quand z— co, 
puisque pour tout M œQ on peut indiquer des valeurs de z telles 
que |zsinz|>M. Mais la fonction y= zsinz n'est 
pas infiniment grande puisqu'elle s'annule aux points z = 0, n, 2x... 
Le graphique de la fonction y = z sin z est donné sur la figure 38. 
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Théorème 2. Si limf(xz)=b# 0, la fonction y = 
xa 


est bornée quand x — a. 


Démonstration. Il découle des conditions du théorème 
que quel que soit le nombre e => 0 dans un certain voisinage du 


PES 
f(z) 


point z =a, on a |f(x2) —b|<e ou |lf(z)|—Ibll<e ou 
—e < | f(z) 1—-1b1<e ou Ibl-—eelftaälslblte 
Il vient de ces inégalités : 
1 1 1 


> > : 
1bl—e (rail  lbl+e 
En prenant, par exemple, € = D |b | nous avons: 
10 1 10 


> keet 
9161 ue. 1118] 


Cela exprime que la fonction -— est bornée. 


i ) 
§ 4. Infiniment petits et leurs propriétés fondamentales 


Dans ce paragraphe nous allons étudier les fonctions qui tendent 
vers zéro quand l'argument z varie d’une manière donnée. 


E 
818 T 
Fig. 39 Fig. 40 


Définition. On dit que a = a (z) est un infiniment perit 
quand z — a ou quand rz co si lim a (z) = 0 ou lim a (z) = 


Il découle de la définition de la | limite que si, par exemple, on 
a lim a (x) = 0, alors pour tout nombre positif e arbitrairement 


petit, il existe un ô œ> 0 tel que pour tous les z satisfaisant à l'iné- 
galité |z— a <ô ona |a (z) |< e€. 
Exem KR le 1. La fonction a — (z — 1) est un infiniment petit quand 
z—1, car lim a = lim (z — 1} = 0 (fig. 39). 
Säz) 
Exemp e 2. La fonction a = + est un infiniment petit, quand z — oo 


(fig. 40) (voir l'exemple 3 § 2). 
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Démontrons maintenant l'importante proposition suivante. 


Théorème 1. Si la fonction y = f (x) peut être mise sous la 
forme de la somme d'un nombre constant b et d'un infiniment petit o: 


y=b+a, (1) 
alors 
lim y = b (quand z —> a ou zx —> 0). 


Inversement, si lim y = b, on peut écrire y = b + a, où a est 
un infiniment petit. 


Démonstration. Il vient 
de l'égalité (1) que |y — b |= la |. 
Mais quel que soit £, toutes les valeurs 
de o à partir d'une certaine valeur 
vérifient l'inégalité | a | < e, et, par 
conséquent, toutes les valeurs de y 
à partir d’une certaine valeur vérifie- 
ront l'inégalité |y — b |< e. Cela 
signifie justement que lim y = b. 

Inversement: si lim y = b, alors . 
quel que soit e pour toutes les valeurs Fig. 41 
de y à partir de l'une d'elles on 
a ly — D le E, Posons y — b = a. alors pour toutes les valeurs de 
a à partir de l’une d'elles on a |a | e, et a est un infiniment petit. 


Exemple 3. Soit la fonction (fig. 41). 


1 

Disk ed 
alors 

lim y=4. 

ee 
Inversement, si 

lim H = 1, 

St 


nous pouvons exprimer la variable y sous la forme de la somme de sa valeur limi- 
te 1 et d'un infiniment petit a = c'est-à-dire 
y—=1+a. 
Théorème 2. Si a = a (x) tend vers zéro pour z —> a (ou 
pour x — oo) et ne s'annule pas, alors y = = tend vers l'infini. 
Démo à stration. Pour tout M > 0 arbitrairement Erena 
l'inégalité TI S > M est vérifiée dès que l'inégalité le je m et 


satisfaite. Cette dernière inégalité est satisfaite pour toutes A va- 
leurs de o à partir de l'une d'elles, puisque a (z) + 
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Théorème 3. La somme algébrique d'un nombre fini d'infini- 
ment petits est un infiniment petit. 


Démonstration. Nous envisagerons le cas de deux infi- 
niment petits, car pour un nombre plus grand d'infiniment petits 
la démonstration reste la même. 

Soit u (z) = a (x) + B(x) où lim a (z) = 0, lim $P (x) = 0. 

xa xa 


Démontrons que pour e >> 0 arbitrairement petit on peut trouver un 
ô > 0 tel que l'inégalité | z — a | < ô entraîne l'inégalité | u | <e. 
a (x) étant un infiniment petit, on peut trouver un ô; tel que dans 
le voisinage de centre a et de rayon ô, on ait 


e 
la) <5- 
B (x) étant un infiniment petit, dans un voisinage de centre a et de 
rayon ôz on aura: |P (z) | <5 : 
Prenons ô égal au plus petit des deux nombres ô, et 6:, alors 
pour un voisinage de centre a et de rayon ô on a |& | <5: IBI <5. 
Par conséquent, nous aurons dans ce voisinage 


Ile (HBKO 


c'est-à-dire | u | < e, c.q.f.d. 
On démontre d’une manière analogue le cas 


lim a (z)=0, limf(x)—0. 


Remarque. Par la suite, nous aurons à considérer des som- 
mes d'infiniment petits telles que le nombre de termes augmente 
parallèlement à la décroissance de chacun d'eux. Dans ce cas le 
théorème précédent peut être pris en défaut. Considérons, par exem- 


ple, la somme de z termesu = 2 +4 + Ge GE où x ne prend 


que les valeurs entières positives (x = 1, 2, ..., N, ...). Il est 
clair que chaque terme est un infiniment petit quand z —> co, mais 
la somme u = í n'en est pas un. 


Théorème A Le produit d'un infiniment petit œ = a (x) 
par une fonction bornée z = 2 (ol est un infiniment petit quand x —> a 
(ou zz co). 


Démonstration. Nous donnerons la démonstration pour 
le cas où z — a. On peut indiquer un nombre M >> 0 tel que dans 
un certain voisinage du point z = a l'inégalité |z | < M est satis- 
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faite. Pour chaque e œ> 0, on peut trouver un voisinage où l’inéga- 


lité | & Le: est satisfaite. Pour tous les points du plus petit de 


ces voisinages on aura 


€ 
az — M =e. 
EIDEN T 


Ce qui exprime que œz est un infiniment petit. La démo stration est 
identique pour le cas où z —> co. Du théorème démontré il découle : 


Corollaire 1. Si lim æ = 0, lim 8 = 0, alors lim af = 0, 
car f (x) est une fonction bornée. Ce résultat s'étend au cas d'un 
nombre fini quelconque d'infiniment petits. 


Corollaire 2. Si lim æ = 0 et c = const, alors lim ca = 0. 


Théorème 5. Le quotient pa 2 d'un infiniment petit a(z) 


et d'une fonction dont la limite est différente de zéro est un infiniment 
petit. 

Démonstration. Soit lima (x) =0, lim™z (z) = b + 
Æ 0. Il découle du théorème 2 § 3 que 5 est une variable bornée. 
C’est pourquoi la fraction se = a (2) Ce est le produit d'un infi- 
niment petit par une grandeur bornée ; donc c'est un infiniment petit. 


$ 5. Théorèmes fondamentaux sur les limites 


Dans ce paragraphe ainsi que dans le paragraphe précédent nous 
aurons à considérer des fonctions qui dépendent d’une même varia- 
ble indépendante z, et pour lesquelles x — a ou z —+ co. 

Nous donnerons la démonstration pour l’un de ces cas, puisque 
la démonstration de l’autre cas est semblable. Parfois nous n'écrirons 
même plus z — a ou z — œo en sous-entendant l’un ou l'autre. 


Théorème 1. La limite de la somme algébrique de deux, de 
trois ou d'un nombre fini quelconque de variables est égale à la somme 
algébrique des limites de ces variables: 


lim (u, +uw+... + urk) = lim u, Hlimu+... + lim ug. 


Démonstration. Nous donnerons la démonstration pour 
le cas de deux termes, puisqu'elle s'étend de la même manière à un 
nombre quelconque de termes. Soit lim u, = a, lim us = az. Alors 
en vertu du théorème 1 $ 4 on peut écrire: 


U = Ha Uz =a Fos 
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où «1 et «2 sont des infiniment petits. Par conséquent, 
u, + uz = (a, + a2) + (ay + 2). 


Comme (a + az) est une constante et (as + a2) un infiniment 
petit, on peut écrire toujours d'après le théorème 1 § 4 que 
lim (u, + va = a; + a = lim us + lim uz. 
Exemple 4. 
lim ZZ 
oo 
Théorème 2. La limite du produit de deux, de trois ou d'un 


nombre fini quelconque de variables est égale au produit des limites 
de ces variables 


EE = lim (1+2) im 1+ lim Zi ln = 1+0—1. 


lim vs... eup = lim u; -lim uz» ... -lim us. 


Démonstration. Afin de ne pas alourdir la démonstra- 
tion nous considérerons le cas de deux facteurs. Soit lim u; = Ou, 
lim u = a2. Alors, 


ui = a, H Qi Us = Ge + Qo, 
uuz = (a, + u) (a2 Lol = &a2 + aa: + az: + aaz. 


Le produit aaz est une constante. D'après les théorèmes du § A l'ex- 
pression 4@2 + a2Q, Los est un infiniment petit. Par consé- 
quent, lim uuz = aag == lim u; -lim uz. 


Corollaire. On peut sortir un facteur constant de dessous 
le signe de la limite. En effet, si lim u = 4 et c est une constante 
on a, par conséquent, lim c = c, d'où lim ou = lim c -lim u, = 
= c-lim u, c.q.f.d. 

Exemple 2. lim 523—5lim 2 =—5.8—40. 


x—2 


Théorème 3. La limite du rapport de deux variables est égale 
au rapport des limites de ces variables si la limite du dénominateur est 
différente de zéro: 


v lim v 


Démonstration. Soit lim u = a, lim v = b Æ 0. Alors, 
u =a + a,v =b + f, où a et P sont des infiniment petits. 
Ecrivons l'identité 


u aa a oke ai a, ub—fa 
E = +( )=< ET TT 
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ou 


H oa + ab — Be 
v b  b(b+8) 
La fraction + est un nombre constant et la fraction Pr est 


d’après les théorèmes 4 et 5 du $ 4 un infiniment petit, puisque 
ab — ßa est un infiniment petit et que la limite du dénominateur 


8 à . u a limu 
b (b +- D est égale à b 0. Donc, lim tts 
Exemple 3. 
lim (3z +5 3li 5 
WEEN SE EE e 


aile lim (4z—2) 4limr-2 441-2 2 
Zeil x—i 


Nous avons utilisé ici le théorème relatif à la limite du rapport de deux fonctions, 
car la limite du dénominateur est différente de zéro quand z —+ 1. Si la limite 
du dénominateur est égale A zéro, on ne peut se servir de ce théorème. Il est 
nécessaire dans ce cas de faire une étude détaillée. 


4, Ici le numérateur et le déno- 


Exemple 4. Trouver la limite lim z 


x-2 T— 
minateur tendent vers zéro quand z —+ 2, c’est pourquoi le théorème 3 ne peut 
être appliqué. Effectuons les transformations suivantes: 


2—4 (z—2) (x +2) =z42. 


z—2 z—2 
On est en droit d'effectuer cette transformation pour tous les x différents 
de 2. C'est pourquoi on peut écrire en partant de la définition de la limite: 
lim zë — á lim (z—2) (x+2) 
xæ2 fr x2 z—? 


=lim (z +2)=4. 
x—2 


Exemple 5. Trouver la limite lim . Quand z—>1, le déno- 
x> 


z 
1 ZA 
minateur tend vers zéro, alors que le numérateur tend vers 1. Donc. la 
limito de la variable inverse est égale à zéro, c'est-à-dire 


li z—í Uni GE 0 
im = = =—=0 
xt f lim z 1 

x—1 


Donc, uous aurons en vertu du théorème 2 du paragraphe précédent 
lim 

Sai ër 
Théorème A Si les fonctions u = u (z), z = z (x), v = 
= D (x) sont liées entre elles par la double inégalité ue z < v et si 
u (x) et v (x) tendent vers une même limite b quand x —> a (ou x —> co), 
alors z = 2 (x) tend aussi vers la même limite quand x —> a (ou x —> oo). 


4--1162 


== ©, 
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Démonstration. Pour fixer les idées nous allons consi- 
dérer la variation de la fonction quand z —> a. Il vient des inégalités 
Ve fg D 

u — b <z — b <v — b; 


d'après les conditions du théorème 
limu=b, limv=b. 
x>a x—>a 
Par conséquent, pour tout e œ> Q0 on peut indiquer un voisinage 
de centre a où l'inégalité | u — b | < e est satisfaite; de même, on 
peut indiquer un voisinage de centre a où l'inégalité | v — b | < e 
est aussi satisfaite. Dans le plus petit de ces voisinages les inégalités 
—e <u —b <e et —e<v—b<e 
seront satisfaites et, par conséquent, les 
inégalités 
—e <z —b<e 


seront satisfaites, c'est-à-dire 


0 TB Ee 
Fig. 42 Théorème 5. Si la fonction y ne prend 


pas des valeurs négatives y > 0 quant x—a 
(ou x — co) et si elle tend vers une limite b, alors ce nombre b n'est 
pas négatif: b > 0. 


Démonstration. Supposons que b soit négatif, b < 0, 
alors | y — b | > 1 b |, c'est-à-dire que la valeur absolue de la dif- 
férence | y — b | est plus grande que le nombre positif | b | et, par 
conséquent, ne peut tendre vers zéro quand z—> a. Mais alors, 
quand z — a, y ne peut tendre vers b, ce qui est contraire à l'hypo- 
hèse. Donc, la supposition que b << 0 nous conduit à une contradic- 
tion. Par conséquent, b > 0. 

On démontre d’une manière analogue que si y < 0, lim y & 0. 


Théorème 6. Si les fonctions u = u (x) et v = v (zx) satisfont 
à l'inégalité v > u et si les limites de ces fonctions existent quand 
x — a (ou x — oc), alors lim v > lim u. 

Démonstration. D’après l'hypothèse v — u > 0 et en 
vertu du théorème 5 lim (v — u) > 0 ou lim v — lim u >0, c'est-à- 
dire lim v > lim u. 

Exemple 6. Montrons que lim sin z —0. 


x—0 
On voit d'après la figure 42 que si OA —1, z > 0, alors AC = sinz, 


AB — x, sin z < z. ll est évident que si z < 0, Į sin z | < | z |. Il vient de ces 
inégalités en vertu des théorèmes 5 et 6 que lim sin z = 0. 


af 
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Exemple 7. Montrons que lim sin Z =0. 
x—=0 2 


En effet, [sin Zil Įsin z]; douc, lim sin Ž =0. 
2 Zei 2 


Exemple 8 Montrons que Ee Remarquons que 
Za 


cosz—1—2sin +, 


donc, 


lim cos z= lim 1—2sint +) =1—2 lim sin? Ž =1—0=14. 
x—0 x+0 2 st 2 


Lors de l'étude des questions relatives à la limite de certaines 
variables, on est amené à résoudre les deux problèmes suivants: 
4) démontrer que la limite existe et déterminer les bornes entre 

lesquelles est comprise cette limite; 

2) calculer cette limite avec le degré de précision voulu. 

La réponse à la première question est bien souvent donnée par 
le théorème suivant. 


Théorème 7. Si la variable v est croissante, c'est-à-dire si 
toutes ses valeurs conséquentes sont plus grandes que ses valeurs anté- 
cédentes, et si elle est bornée, c'est-à-dire v < M, alors cette variable 
a une limite lim v = a, où a < M. 

On peut énoncer un théorème analogue pour les variables décrois- 
santes bornées. 

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce théorème, car 
elle exige l'application de la théorie des nombres réels que nous 
n'avons pas développée dans ce livre. 

Dans les deux paragraphes suivants, nous 
calculerons les limites de deux fonctions ayant c 
une très large application en analyse mathé- 
matique. 


n x 
zT 


§ 6. Limite de la fonction 


quand x — 0 
Cette fonction n’est pas définie pour z = 0, BER 
puisque le numérateur et le dénominateur de Fig. 43 

la fraction s’annulent en ce point. Calculons 

la limite de cette fonction lorsque z—> 0. Considérons la cir- 
conférence de rayon 1 (fig. 43). Désignons par z l'angle au centre 
MOB; nous avons 0 < zx <5 . Il vient immédiatement de la fi- 


4* 
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gure 43: ; 
surface du triangle MOA< 
~ <surface du secteur MOA < 
<surface du triangle COA. (1) 
Surface du triangle MOA = 5 OA .MB=4-4-sinz= 4 sin z. 
Surface du secteur MOA =+ OA-AM= gra. 
Surface du triangle COA E ter 
En simplifiant par, l'inégalité (1) devient : 


Sin re z< tgr. 


Divisons tous les termes par sin x: 


z 1 
1< — , 
sin z cos z 
ou 
1 ser >cosz. 
z 


Nous avons obtenu cette inégalité en supposant z > 0. 
sin (—z) sinz 
—T CS 


Remarquons que et cos (—z) = cos x. 


Donc, l'inégalité est encore vérifiée pour z <0. Mais lim cos z = 1, 
ef 

lim 4 = 1. 

x0 


Fig. 44 


> r sin z S 5 
Par conséquent, la variable —— est comprise entre deux varia- 


bles tendant vers une même limite égale à 1. Ainsi, en vertu du théo- 
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rème 4 du paragraphe précédent 
sinz _ 1 


Le graphique de la fonction y = m T est tracé sur la figure 44. 


Exemples. 

Son {87 ` Aen sinz 1__,, sinz |. 1 ZE 
E ees? 
2) Him Es (pe KS ES pion SS) 3 E (kconst). 

CZ z x—0 x0 (kz) 

(kx-+0) 
zaz 2sin? © sin + 
3) lim À =lim —lim sin — —1-0—0 
x+0 T x0 z Sa E 2 
2 
sin ar lim sin az 
sinaz — Ve D. 5 a rs %7 


De smBr 20 B nf Puy me DE 
TE Fr 


<= (œ= const, $= const). 


B H 
$ 7. Le nombre e 


Considérons la grandeur variable 


1 n 
Ge 4 est une variable croissante prenant successivement les valeurs 
A PARS 
Théorème 1. La variable (1 + ZF, une limite comprise 
entre 2 et 3 quand n —> co. 


Démonstration. D’après la formule du binôme de New- 
ton nous pouvons écrire : 


Eh ee e 
(1+4) Ta SC 1.2 


mul 


EEE CCE TES j 


TE 14.2.....n 
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En effectuant certaines transformations algébriques évidentes, now: 
trouvons: 


1" 1 1 1 
EE 1414 E Zi: 2. (-1)x 
2 1 1 
x(1—2)+4 (1-1) 


x(1-2)...(1-==). (2 


On voit de cette dernière égalité que la grandeur variable 
n 
(1 + EN est une variable croissante quand n croît. En effet, quand 


on passe de la valeur n à la valeur n + 1, chaque terme de cette som- 
me augmente 


sue 
—|1—— 1 — , etc., 
1.2 <a nil" 
et de plus un nouveau terme apparaît. (Tous les termes du dévelop- 
pement sont positifs.) 
n 
Montrons que la grandeur variable (1 + Si est bornée. En 


remarquant que D — 1) <í; H Al H — 2) <1, etc., on obtient 


de l'expression (2) nr 


iy 1 
1 1+1 E E 
(1+ EE Strat VA 
D'autre part, 
1 1 1 1 1 1 
128 27 12842 dan 23 
Nous pouvons écrire l'inégalité 
(1+4) kiritti 


GE 
Les termes que nous avons soulignés constituent une progression 


«ont le premier terme est a = 1, 


géométrique de raison qg = E 
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par suite 


TS) nl + tt] 


4 n 
n 1— D n= 
EH nl E ) J<. 
ET 1— á 
2 
Par conséquent, pour tous les n nous avons: 
n 
(: +) <3 
Il vient de l'inégalité (2) 


4 n 
(42) >: 
Ainsi nous en déduisons la double inégalité 
2<(1+1) <3. e 


n 
Nous avons prouvé que la variable D + sl est bornée. 


n 
En récapitulant, nous voyons que la variable 1 +4 est crois- 


sante et bornée; d'après le théorème 7 du § 5 elle a une limite On 
désigne cette limite par la lettre e. 
Définition. On appelle le nombre e la limite de la variable 
(1 + iy quand n —+ co: 
n 
e= lim im (1 + 1j. 


Il découle de l'inégalité EN en vertu du théorème 6 $ 5 que le 
nombre e vérifie la double inégalité 2 < e < 3. Le théorème est 
démontré. 

Le nombre e est un nombre irrationnel. Nous indiquerons par 
la suite une méthode permettant de le calculer avec la précision 


voulue. La valeur approchée de ce nombre à Lal près est 
e = 2,1182818284. . . 
Théorème2. La fonction (1 +2 tend vers la limite e quand 
z tend vers l'infini, c'est-à-dire 


lim (: + 1j = 


56 LIMITE ET CONTINUITÉ DES FONCTIONS ICH. I 


n 
Démonstration. Nous avons prouvé que (1 ++) —>e 


quand n tend vers l'infini en prenant des valeurs positives entières. 
Supposons maintenant que z — œo en prenant des valeurs fraction- 
naires on négatives. 

1) Soit zz -+ œo. Chaque valeur de z est comprise entre deux 
nombres positifs entiers: 


n£<z<n+i. 


Dans ce cas nous aurons les inégalités suivantes: 
1 1 1 
> 


+1 
CRE En) 
Ta = Tak” + i 


Si z —+ œo, il est évident que n —> co. Calculons la Se des varia- 


bles entre lesquelles est comprise l’expression D + +) : 
i n+t 4 n 
lim (+1) — lim (1+1) (1+1)- 
n= +œ n—+ +00 H 
d 
= lim (1 +1)". lim (1 DENTEN 
n ++ n n—++o 


(1+ 1 +)" 
= fi STR = 


n—> +0 1 


lim (1+- 
n +00 


3 1 n+i 
Wee e 


Ee DE LE = 7 = €, 
lim (: + ) 
n—++o 
donc (d’après le théorème A § 5) 
i LA hi 
lim (: +1) se (4) 


x— +00 
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2) Soit z— — co. Introduisons une nouvelle variable t = 


= — (x + 1) ou z = — (t + 1). Quand ? —+ + co, on a z —> — o. 
On peut écrire 


li (: | y li (: l ie 
are Tel Tirel TT) T 
—t—1 t+1 
— Jim ( d ) S lin Li Si 
ESA E rte t 


1 (kd 1 t 4 
= lim (1+4) = lim (1+4) (1+4)=e1=e. 
t— +o t—>+o H t 


x 
Le théorème est démontré. Le graphique de la fonction y =(1 + 1) 


est tracé sur la figure 45. 


Fig. 45 


Si l’on pose 1 = à dans l'égalité (4), on a-a — 0 (mais «œ s 0) 
quand z — œo et l'on a 
lim (1 + ee 
Exemples. 


1) lim EW = lim im (144) (142) Z 


n—00 


=lim (1+4 pe bel ete 
a aa (ea) ea (a e RE Ee 


=lim n (14 +) «lim (+40 lim (1+4) e-e- =e. 


X—00 X—00 
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2 
3) lim lim (1+2)* = lim dE WE 
3 — 3 
4) lim lim (+ St fé Se S < 


%->00 


=lim (147%) aim (14 EU 


a 


siim (144) a (44 SV im AA e1- 
mu (1+7) =lim (1++) lim Latz EE 
Remarque. La fonction exponentielle de base e, 


Ee 


joue un rôle particulièrement important dans la suite du cours de 
mathématiques. Cette fonction est d'une grande importance lors de 
l'étude de divers phénomènes en mécanique (théorie des oscillations), 
en électrotechnique et en radiotechni- 
que, en radiochimie, etc. Les graphi- 
ques de la fonction exponentielle 
y = e et de la fonction exponentielle 
y = ET sont représentés sur la fig. 46. 


§ 8. Logarithmes népériens 


Nous avons défini au $ 8 du cha- 
pitre I la fonction logarithmique y= 
= loga x. Le nombre a est appelé base 
du logarithme. Si a = 10, y est appelé 
le logarithme décimal du nombre x 
que l'on désigne par la notation y = 
=log z. On connaît les tables des 
logarithmes décimaux depuis le cours de l’enseignement secondaire ; 
ces tables sont appelées tables de Briggs, du nom du savant anglais 
Briggs (1556-1630). 

On appelle logarithmes naturels ou logarithmes népériens les loga- 
rithmes dont la base est le nombre e = 2,71828. . ., du nom de l’un 
des premiers inventeurs des tables de logarithmes, le mathématicien 
Neper (1550-1617). Donc, si el =x, y est dit le logarithme naturel 
du nombre x. On écrit alors y = Log z au lieu de y = loger. Les 
graphiques des fonctions y = Log x et y = log x sont donnés sur la 
figure 47 

Etablissons maintenant la relation qui existe entre les logari- 
thmes décimaux et naturels d'un même nombre z. Soit y—log z ou 
x = 10. Prenons le logarithme de base e des deux membres de cette 
dernière égalité. Nous trouvons Log x = y Log 10, d'où y= 


Fig. 46 
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1 
Log 10 Log x. En remplaçant y par sa valeur on a log x = 


Ai Log z 
= Eog 10 "E" 


Ainsi, si l’on connaît le logarithme naturel du nombre z, on ob- 
tient son logarithme décimal en multipliant le logarithme naturel 


Fig. 47 


de x par le facteur M = L 1 10 © 0,434294 qui est indépendant 
du nombre z. Le nombre M est appelé module de transition des loga- 
rithmes naturels aux logarithmes décimaux : 
log z = M -Log z. 
En posant dans cette égalité z = e on trouve la valeur du “ombre 
M exprimée à l'aide des logarithmes décimaux : 
log e = M (Log e = 1). 


Les logarithmes naturels s'expriment à l’aide des logarithmes déci- 
maux par la formule: 


1 
Log z = — log z 
g M og 


À a 2,302585. 
M 


Remarque. Pour calculer les logarithmes naturels des nom- 
bres il existe des tables spéciales (par exemple, cf. I. Bronstein et 
K. Sémendiaiev, Aide-mémoire de mathématiques, Phyzmathguiz, 
1967). 

§ 9. Continuité des fonctions 


Soit y = f (x) une fonction définie pour la valeur x, et dans un 
certain voisinage de centre zo. Soit yo = f (xo). 

Si on donne à la variable x un accroissement Az positif ou néga- 
tif (cela na d’ailleurs aucune importance), elle devient zx, + Ax, 
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et la fonction y subit également un accroissement Ay. La nouvelle 
valeur de la fonction est yo + Ay=f (zo + Aa (fig. 48). L'accrois- 
sement de la fonction est donné par la formule 


Ay = f (zo + Az) — f (z0). 


Définition 1. La fonction y = f (x) est dite continue pour 
la valeur x = Ze (ou au point zo) si elle est définie dans un certain 
voisinage du point zo (et également au point zo) et si 

lim An = 0 (1) 
Ax-+0 
ou, ce qui revient au même, 


lim [f(z + Ai — (#0. (2) 
La condition de continuité (2) peut 
aussi s'écrire : 
Jim f (zo + Az) = f Gel, 


lim f (z) = f (zo), (3) 
2x0 


Fig. 48 mais 
To = lim z. 
x> xo 
Par conséquent, l'égalité (9) peut s'écrire : 
li = f (lim z ` 
Ge E ) (4) 


autrement dit, pour trouver la limite d'une fonction continue 
quand z —> To, il suffit de remplacer dans l'expression de la fonction 
l'argument z par sa valeur Ze, 

Géométriquement la continuité d’une fonction en un point donné 
signifie que la différence des ordonnées du graphique de la fonction 
y = f (x) aux points za + Ar et zo est arbitrairement petite en va- 
leur absolue dès que | Az | est suffisamment petit. 


Exemple 1. Prouvons que la fonction y = z? est continue en tout point 
Zo, En effet, 
He = 2%, yo + Ay = (To + Az}, 
Ap = (Zo + Az}? — 23 = 2r0Ax + Art, 
lim Ay — dim 2087 + Az) — 2x0 lim Az + 
Ax—0 4x0 


+ lim Az-lim Az = 0 
Ax-0 Axa 


indépendanıment de Ja manière dont Az tend vers zéro (v. fig. 49, a, b). 
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Exemple 2. Montrons que la fonction y = sin z est continue en tout 
point zo, En effet, 


Yo = Sin ro, Yo + Ay = sin (zo + Aa, 
Ay = sin (z0+- Ar) —sin zọ= 2 sin LE. co (2 ++) D 


Nous avons démontré que lim sin +=0 (exemple 7 65}. La fonction 


cos (2+5) est bornée. Donc, 
lim An — 0. 
eier y 


De façon analogue on pourrait, en considérant séparément chaque 
fonction élémentaire, démontrer que chaque fonction élémentaire 
principale est continue en chaque point, où elle est définie. 

Démontrons enfin le théorème suivant. 


Au Azx>0, Ay>0 YA Ar<0, Ay<0 


Au 
Ax 
0 Ze T 


Fig. 49 


Théorème 1. Si les fonctions fi (x) et f, (x) sont continues 
au point zo, la somme 1 (x) = fı (x) + fz (x) est aussi une fonction 
continue au point Zo, 


Démonstration. Comme fı (x) et f, (x) sont continues, 
nous pouvons écrire en vertu de l'égalité (3): 


lim f; (2) = fı (zo), lim fz (z) = fz (z0). 
X> Xo x> Xo 
En vertu du théorème 1 sur les limites nous avons 


an Ÿ (z) = lim [f (2) + fe Gol im fa (x) + 
qi lin Fa (2) hl + f2 (to) = Y (zo. 


Ainsi la somme SI = fı (x) + f2 (x) est une fonction continue. 
Le théorème est démontré. 

Notons la conséquence immédiate que le théorème est valable 
pour tout nombre fini de termes. 
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En nous basant sur les propriétés des limites nous pouvons démon- 
trer également les théorèmes suivants : 

a) Le produit de deux fonctions continues est une fonction continue. 

b) Le quotient de deux fonctions continues est une fonction conti- 
nue si au point considéré le dénominateur ne s'annule pas. 

c) Si u = œ (x) est continue pour z = x, et f (u) est continue 
au point uo = q (zo), alors la fonction composée f [œ (x)] est conti- 
nue au point Zo. 

Ces théorèmes nous permettent de démontrer le théorème suivant. 


Théorème 2. Toute fonction élémentaire est continue en cha- 
que point où elle est définie *). 

Exemple 3. La fonction y—z? est continue en tout point x et par 
suite 


lim zt—:13, limz—32—9, 
XX Zei 


Exemple A La fonction y=—sinzx est continue en tout point et 
par suite 


Exemple 5. La fonction y—e% est continue en tout point et par suite 
lim ex = es, 
<a 


1 
Exemple 6 lim FEGE? lim À Log (1+2)=lim Login La. 
i x+0 z x0 T x—0 
Or lim IW Lafer la fonction Logz est continue pour z > 0 et, par consé- 
x 
1 1 
quent, pour z=e, on a lim Log{(1+z)*] = Log [lim Or dl Loge =1. 
x0 x-0 


Définition 2. Une fonction y = f (z) continue en tout 
point de l'intervalle (a, b), où a < b, est dite continue dans cet inter- 
valle. 

Si la fonction est définie pour z = a et si lim f(x) = f (a), on 

xa+ 


dit que la fonction f (x) est continue à droite au point z = a. Si 
lim f(x) = f (b), on dit qu'elle est continue à gauche au point z = b. 


Si la fonction f (x) est continue en chaque point de l'intervalle 
(a, b) ainsi qu'aux extrémités de cet intervalle, on dit que la fonc- 
tion f (x) est continue dans l'intervalle fermé ou sur le segment la, b). 


*) Cette question est traitée en détail dans l'ouvrage de G. Fikhtengoltz 
« Fondements de l'analyse mathématique », t. I, Phyzmathguiz, 1968. 
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Exemple 7. La fonction y = z? est continue dans tout intervalle fermé 
[a, b], ce qui découle directement de l'exemple 1. 


Si l’une des conditions qu ‘exige la continuité n’est pas remplie, 
c'est-à-dire que la fonction F (2) n'est pas définie au point z = Zo 
soit que la limite lim f (x) n'existe pas en ce point, soit encore que 


lim af (x) Æ Í (to) “quand x tend arbitrairement vers x, quoique les 


expressions à gauche et à droite de l'inégalité existent, la fonction 
y = f (x) est dite discontinue au point z = zo. Dans ce cas le point 
z = Zo est dit point de discontinuité de la fonction. 


Exemple 8. La fonction EE est discontinue au point z=0. En 
effet, pour z—0, la aps n'est pas définie: 


lim —= +0; lim Le 
x+04+0 7 x+0—0 7 


On voit aisément que cette fonction est continue pour toute valeur de z + 0. 


gl 
Fig. 5C Fig. 51 


Exemple 9. La fonetioi y=2% est discontinue au point z—0. En 


effet, lim 2% = o0, lim 2—0. Pour z=0 la fonction n'est pas définie 
x+0+-0 x+0—0 
(fig. 50). 
Exemple 10. Considérons la fonction f (=-->. Pour z < 0, E= 


lz] 
=—í1; pour € D ri Donc, 


1 = lim — = — = ->= 
E re ce IS +i E La Mn TAI n 


pour z=0 la fonction n'est pas définie. Ainsi, nous avons prouvé que la 
fonction Een est discontinue au point z=0 (fig. 51). 


z| 
Exemple 14. La fonction v=sin4, étudiée dans l'exemple 4 SA 
est discontinue pour z—0. 
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Définition 3. Si la fonction f (x) est telle que les limites 
che f (x) = f (to + 0) et lim CR = Í (zo — 0) existent et sont 


finies mais que lim f (x) big “lim BA ou que la valeur de la 


fonction f (x) n'est į pas tegt, au SE z = To, le point z = x 
est appelé point de discontinuité de première espèce. (Par exemple, le 
point z = 0 est un point de discontinuité de première espèce pour la 
fonction de l'exemple 10.) 


$ 10. Propriétés des fonctions continues 


Dans ce paragraphe nous exposerons certaines propriétés des 
fonctions continues sur un segment. Ces propriétés seront énoncées 
sous forme de théorèmes sans démonstration. 


Théorème 1. Si la fonction y = f(x) est continue sur un 
segment la, b) (a < z < b), alors il existe au moins un point x = z, 
tel que la valeur de la fonction en ce point satisfait à l'inégalité 


f (21) > f Gi, 


où x est un autre point quelconque de 
ce segment; de même, il existe au 
moins un point zx, tel que la valeur 
de la fonction en ce point satisfait 
à l'inégalité 

f (z2) < f (3). 

Nous appellerons f (x) la plus 
grande valeur de la fonction y = 
= f (x) sur le segment fa, b] et f (z2) la plus petite valeur de la fonc- 
tion f (xz) sur ce segment. On peut alors énoncer ce théorème comme 
suit : 

Toute fonction continue sur le segment a < x < b atteint au moins 
une fois sur ce segment sa plus grande valeur M et sa plus petite valeur m. 

La signification de ce théorème est clairement illustrée par la 
figure 52. 


Ze 


Fig. 52 


Remarque. Le théorème énoncé n'est plus vrai si la fonc- 
tion est donnée dans un intervalle ouvert. Ainsi, par exemple, pour 
la fonction y = x, donnée dans l'intervalle 0< x <1, il n'existe 
pas de plus grande ou de plus petite valeur. En effet, il n'existe pas 
de plus grande et de plus petite valeur pour la variable x dans cet 
intervalle. (Il n'existe pas de point le plus à gauche, car quel que 
soit le point r* choisi on peut toujours indiquer un point plus à 


+ 
gauche, par exemple le point EN De même, il n'existe pas de point 
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le plus à droite, et c'est pourquoi il ne peut exister ni de plus grande 
ni de plus petite valeur pour la fonction y = x.) 


Théorème 2. Si la fonction y = f (x) est continue sur le seg- 
ment la, bl et si ses valeurs aux extrémités de ce segment sont de signes 
contraires, il existe alors au moins un point x = c entre les points a 
et b tel que la fonction s'annule en ce point: 


f()=0, a<c<b&. 


L'interprétation géométrique de ce théorème est très simple. Le 
graphique de la fonction continue y = f (z), joignant les points 
M, la, f (a)l et M, Íb, f (b)] où f (a) < 0 et f (b) > 0 (ou f (a) > 0 
et f (b) < 0), coupe l’axe Oz au moins en un point (fig. 53). 


M, Ca. fta] 
Fig. 53 Fig. 54 
Exemple. Soit la fonction y =z? — 2, Hei = —1, Yx = 6. 


Cette fonction est continue sur le segment [1, 2]. Donc. il existe au moins un 
point de ce segment où la fonction y = z3 — 2 s'annule. En effet, VUS = 0 


(fig. 54). 


Théorème 3. Soit y = f(x) une fonction définie et continue 
sur le segment \a, b]. Si les valeurs de cette fonction aux extrémités 
de ce segment ne sont pas égales f (a) = À, f (b) = B, alors quel que 
soit le nombre pu compris entre les nombres À et B, on peut trouver un 
point x = c compris entre a et b tel que f (c) = p. 

Le sens de ce théorème est clairement illustré par la figure 55. 
to toute droite y = p coupe le graphique de la fonction 
y = f(x). 
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Remarque. Notons que le théorème 2 n'est qu'un cas parti- 
culier de ce théorème, car si À et B sont de signes différents on peut 
prendre p = 0, puisque 0 est compris entre À et B. 


Corollaire du théorème 3. Si la fonction y = f(x) 
est continue dans un intervalle et si elle atteint sa plus grande et sa plus 
petite valeur, alors elle prend au moins une fois toute valeur intermé- 
diaire comprise entre la plus petite et la plus grande valeur. 


Ar Le 


Fig. 55 Fig. 56 


En effet, soit f (z,) = M, f (x2) = m. Considérons le segment 
La, x2]. D'après le théorème 3, la fonction y = f(x) prend dans 
cet intervalle toute valeur p comprise entre M et m. Mais le segment 
Lo, z2] se trouve à l’intérieur de l'intervalle considéré où est définie 


la fonction f (x) (fig. 56). 


§ 11. Comparaison des infiniment petits 


Soient 
Q, BYV- | 
plusieurs infiniment petits dépendant d'une même variable z et 
tendant vers zéro lorsque z tend vers une limite a ou vers l'infini. 
On caractérisera la loi d’après laquelle ces variables tendent vers zéro 


par le comportement de leurs rapports *). 
Par la suite nous nous servirons des définitions suivantes: 


Définition 1. Si le rapport Ê a une limite finie et diffé- 


rente de zéro, c'est-à-dire si lim Ê = À 0, et, par conséquent, 
lim E = Za 0, alors les infiniment petits œ et f sont dits infini- 
ment petits du même ordre. 


ei Nous supposerons que l'infiniment petit figurant au dénominateur ne 
s’annule pas dans le voisinage du point a. 
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Exemple 1. Soit a = x, $ = sin 2x, où x —+ 0. Les infiniment petits 
a et B sont du même ordre. car 
lim f lim SÉ GK? 
eat Č x0 


Exemple 2. Les infiniment petits x, sin 3z, tg 2z, 7 Log (1 + z) 
sont tous du même ordre pour z — 0. La démonstration est identique à celle que 
nous avons donnée pour l'exemple 1. 

H 


Définition 2. Si le rapport de deux infiniment petits à 


B _ 


: Ee a ; . Q 
tend vers zéro, c'est-à-dire si lim A O (et, par conséquent, lim — = 


= ©), alors l'infiniment petit f est dit infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport à a et l'infiniment petit o est dit infiniment 
petit d'ordre inférieur par rapport à f. 


Exemple 3. Soit a =z, B =z”, n> 1 pour z —> 0. L'infiniment 


petit Beet un infiniment petit d'ordre supéricur par rapport à æ, car lim EE 


x—0 
= lim æn-1 = 0. 
Se D e D H D e e 
Inversement, l'infiniment petit o est un infiniment petit d'ordre inférieur 


par rapport à PB. 


Définition 3. L'infiniment petit f est dit infiniment petit 
d'ordre k par rapport à l'infiniment petit o si Bet a” sont du même 


ordre, c’est-à-dire si lim e Ze A 0. 


Exemple 4. Si a = x, B = z3, alors ĝ est un infiniment petit du troi- 
sième ordre par rapport à œ quand + — 0, car 


. P L g3 
lim ~> = lim —— =1. 
Set oi x—0 (x) 
Définition 4. Si le rapport de deux infiniment petits 2 
B 


tend vers l'unité, c'est-à-dire si lim SC 1, les infiniment petits B 
et o sont dits équivalents et l'on écrit o Æ f. 


Exemple 5. Soit æ =x et BP = sin z, avec x —+ 0. Les infiniment 

petits œ et B sont équivalents, car 

lim 

x+0 

Exemple 6. Soit a — z, B = Log (1 + z) pour z — 0. Les infiniment 
petits œ et B sont équivalents, car 


Log (1 La =1 
LA 


sinz 
=4. 


lim 
x=0 
(voir exemple 6 § 9) 
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Théorème 1. Sia et f sont des infiniment petits équivalents, 
la différence a — B est un infiniment petit d'ordre supérieur par rap- 
port à chacun d'entre eux. 


Démonstration. En effet, 


in BCE tim ( EL. 1 me 1—1—0. 
a a a 
Théorème 2. Si la différence de deux infiniment petits a — H 
est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à œ et è B, alors 
a et B sont équivalents. 
B 


Démonstration. Soit lim ZP = 0, alors lim ( —) - 


Ê = 0, ou encore 1 = lim Ê, c'est-à-dire a zB 


Si lim PB = 0, alors lim P es 1) =0, lim 


B H 


=0 ou 1 — lim 


ki a A5 
= = 1, c'est-à-dire 
B 

a = p. 

Exemple 7. Soit a = x, B — z + z3, où z — 0. Les infiniment petits 


a et B sont équivalents, car leur différence B — o = z3 est un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport à æ ct à B. En effet, 


lim Be =lim EE z1=0, 
zf 2 za T x0 
sn BD ue Si ue at 
MORT eusie solde 
Exemple 8. Pour z+ les infiniment petits a— z41 et p=+ 
sont équivalents, car leur différence a— f= st i + est infiniment 


petit d'ordre supérieur par rapport à æ et AB La limite du rapport + est 
égale à 1: 


z+1 
li ES à z? = li SEI. i 1 =4. 
e 


z 


B 


Remarque. Si le rapport de deux infiniment petits à n’a 


pas de limite et ne tend pas vers l'infini, Bet œ ne sont pas compa- 
rables au sens indiqué. 


Exemple 9. Soit a=zx, B=ssint, où z—>0. Les infiniment petits 


æ et D ne sont pas comparables, car le rapport LA 1 ne tend ni vers 
une limite finie ni vers l'infini lorsque z— 0 (voir exemple 4 § 3). 
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Exercices 


Calculer les limites suivantes ` 


1. id . Rép. 4. 2. lim |2sin z— cos z+ ctg z]. Rép. 2. 
aal a+ 
3. lim——— . Rép. 0. 4. lim 21 —). Rép. 2. 
x-2 Ve lim ( TI: sl. P: 
. 4x3 — rer . 4 . +41 
5. nr — Rép. E 6. GE z . Rép. 1. 
1424... 4 | 1424224324.. Lng 4 
7. kim a D Rép. Z- 8. ht MS DRE Rép. 3 D 
Note. Ecrivons la formule (kt 1)3— k? = as -| 3k-+1 pour k=0, 1, 2, ..., 
13—1; 
29—45— 3.124 3.1 +1; 
3-—23—3.22+.3.24+1; 
(n+1)9— n9= 3n2 + An +1. 
En additionnant membre à membre ces identités on a: 
(n+1)3=3(12-+224...4 n2)438(41+42+4...+n)+(n+1), 
+ tp=3d+2t... pr +3 0 ; TEST 
d'où 
124924 ga BEEN, H. 
. 25+z—-1 ,  3z2— 2r—1 ; 
9. Jan "ere" D Rép. co. d Foie Saz H Rép. 0. 
. Ae 2r? 4r >: í 
ti. lim REZ Rép. Kë 12. lim ZS . Rép. 4. 
aA z Lo D 
13. Ware We Rép. 3. 14. desch Rép. S . 
z2L3r—10 ne WICH né 2 
15. Vos DRE 2 Rép. 1. Kee CPE TE Rép. S- 
u3 + 4u? Län b DN CET A EE 5 
17. ce TU: 2tu—3 D Rép. 0. 18. Mii h Rép. 3z2 
; 1 3 . n--4À > 
19. Hi E ET « Rép. — 1. 20. de zor; Dën, n(n est un 
entier positif). 
. Vītz—1 1 yz 1—3 A 
2i. lim E, Rép. 5- 22. lim Ben, 
x-0 d ‘p 2 Sch Ve? 2— V2 
23. Gu KSE E Rép. 2. 24. lim LIĊ. Rép. ZS. 


sf Vaëie--g P ai Më: 


70 LIMITE ET CONTINUITÉ DES FONCTIONS ICH, 11 


m Mm m S SR 
25. lim V2 VS, nép, Ve. 26. lim VEZET A pe, a 
aan 7—4 ma x0 z 


D PETER 
27. lim VAS, Rép. 1. 
Ze = +1 


28. lim KEHE, Rép. 1 quand z—» +00, —1 quand z + — œ. 
X—00 


29. lim (V24 1— Me. Rép. 0. 
xo 


30. lim s(Veëti--zl, Rép. + quand zs Loo —co quand x ->— 00. 


X—00 
i in 4r z 
31. lim TZ, Rép. 1. 32. lim $=, Rép. 4. 
2x0 (87 D x0 f H 
€ 
sin 1 P 
33. lim . Rép. —. 34. lim ———. Rép. 2. 
Ss z3 P 9 x->+0 V1—cosz ep Vi 
35. lim zctgz. Rép. 1. 36. lim ZE Rép. V3. 
x0 o sin Le +) 
37. lim (1—2) tg LE. Rép. 2. 38, lim 2287 Rép, 2. 
Knéi 2 x -x0 3z 3 
39. lim sin (a + z)—sin (a —z) Rép. 2 cos a. 
x—0 z 
. tgz—sinz 1 d 2\x 
40. lim —— . Rép. >. 4i. lim [1+—}) . Rép. e, 
x—0 z3 ép 2 Are ( de si me 
e Is 1 2 z VS 1 
42. 1 ——) . , —. A EH . e 
be (: z) Rép e 53 im (=) Rép e 
à 1 \n+5 
44. 1 1+— : . € 
no es 
45. lim {n [Log (n-}-1)— Log n]}. Rép. 1. 
ñn—+00 
46. lim (1+-cosr)°#©*, Rép. es. 47. lim LEU Rép. a. 
n x—+0 


ën ez 


2 

2:43 \x+1 

48. lim . Rép. e. 
aea (zH p 


49. lim(1+3tg2r)t"*, Rép. e3. 
x-0 


ram 
50. lim cos +) + Rép. 1. 


mMm200 


YA 
51. lim Ietro, Rép. 1 pour a -»-+c, D pour a —— o. 
a-r00 


. sinaz , Q 
52. ur sinfr ° ép. Cé 
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53. lim SE Lo 1. Rép. Lea pour z— +20, 0 pour z— — 00, 
%-#00 
i à 
2 eg 
54. lim n [a”—1]. Rép. Loga. 55. inerte, Rép. a—f. 
Dro 2x0 z 
enee 


ETET T Rép. À. 


Trouver les points de discontinuité des fonctions : 


æz—1 
5. y= GET GS 4) | 


58. =g. Rép. Points de discontinuité pour z—0 et z=+2 ; 


e Rép. Points de discontinuité pour z = —2; —1; 0;2. 


D 
D 
nees 


2 2 
ELSEN Enr 


1 
59. Trouver les points de discontinuité de la fonction y—1+-2* et tracer 
le graphique de cette fonction. Rép. Points de discontinuité pour zc DÜ 
(y —+ + œ pour z—æ0+0, y—+1 pour z>0—0). 


60. Parmi les infiniment petits suivants (quand z—+0)z2, Wetz, 
sin 3r, 2rcosz ÿ (eis, ze?” trouver les infiniment petits du même ordre 


que z ainsi que les infiniment petits d'ordre supérieur et d'ordre inférieur 
à z. Rép. Les infiniment petits du même ordre sont sin 3z et zez: les 


infiniment petits d'ordre supérieur sont z2 et 2rcosz Ñ ez, l'infini- 
ment petit d'ordre inférieur est V/z(1—x). 
61. Parai les infiniment petits suivants (quand z — 0) trouver ceux qui sont 


du même ordre que z: 2sinz, $ te2s, z—3z?, V234 z3, Log (1+2), 


z3 4+ äech, Rép. Zeie, z— 323, Log (1 La. 


62. Vérifier que les infiniment petits 1—z et 1—ÿz sont du même ordre 


quand z-+41. Sont-ils équivalents? Rép. lim JA. donc ces 
z 


Zei 1— 
infiniment petits sont du même ordre mais ne sont pas équivalents. 


Chapitre II 


DÉRIVÉE ET DIFFÉRENTIELLE 


& 1. Vitesse d'un mouvement 


Considérons le mouvement rectiligne d’un corps solide, par exem- 
ple, celui d'une pierre lancée verticalement vers le haut ou celui 
du piston dans le cylindre du moteur. Faisant abstraction de la for- 

me et des dimensions de ce corps. nous le représenterons 
par un point matériel mobile A. 
La distance s parcourue par ce point matériel calculée 
M, à partir d'une certaine position initiale Ao dépend du 
P temps t, c'est-à-dire est une fonction du temps: 
fo s = f (E, (1) 
Supposons qu'à l'instant £ *) le point mobile M se 
Mə trouvait à la distance s de la position initiale A/o, et 
qu'à l'instant TL At le point se trouve à la position M4, 
Fig. 57 à la distance s + As de la position initiale (fig. 57). 
Ainsi. pendant l'intervalle de temps At la distance s 
a varié de As. Dans ce cas, on dit que la grandeur s a reçu un ac- 
croissement us, pendant l'intervalle de temps At. 


SER As. e 
Considérons le rapport — ; il nous donne la vitesse moyenne du 


At’ 
mouvement du point pendant l'intervalle de temps At: 
As 
KEE (2) 


La vitesse moyenne n ‘est pas toujours en mesure de caractériser 
exactement la vitesse du mouvement d'un point M à l'instant t. 
Si, par exemple, le mouvement est tel que la vitesse du mobile, 
très grande tout d’abord, devient très petite ensuite, il est évident 
que la vitesse moyenne ne peut exprimer de telles particularités 
du mouvement et nous donner une idée juste de la véritable vitesse 
du mouvement à l'instant £. Pour exprimer, d’une manière plus 
précise, la véritable vitesse à l’aide de la vitesse moyenne, il faudrait 
choisir un intervalle de temps At plus petit. La limite vers laquelle 
tend la vitesse moyenne, quand At —+ 0, caractérise au mieux la 


*) Ici et par la suite, nous désignerons la variable et les valeurs concrètes 
qu’elle est susceptible de prendre par une même lettre. 
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vitesse du mouvement du mobile à l'instant € Cette limite est appe- 
lée la vitesse instantanée du mouvement: 
, À 
v= lim. (3) 
At+0 At 
Ainsi, on appelle vitesse instantanée du mouvement la limite du rap- 
port de l'accroissement du chemin parcouru As à l'accroissement du 
temps At, quand l'accroissement du temps tend vers zéro. 
Ecrivons l'égalité (3) sous une forme plus explicite. Comme 


As = f (t + At) — f (8), 


nous avons: 


v= lim {t+ Ar TO | EN 
At-+0 At 


Cette formule donne la vitesse d'un mouvement non uniforme. 
Nous voyons donc que la notion de vitesse d’un mouvement non 
uniforme est intimement liée à la notion de limite. Seule la notion 
de limite permet de définir la vitesse d’un mouvement non uniforme. 

On voit, de la formule (3°), que v ne dépend pas de l’accroisse- 
ment du temps At, mais dépend de £ et de la fonction f (t). 


Exemple. Trouver la vitesse d'un mouvement uniformément accéléré 
à un instant quelconque t et à l'instant t=2s, si la loi du mouvement est: 


s= Zen, 
Solution. A l'instant £ nous avons ET à l'instant € + At nous 
aurons 
s4- Ae Ze Age ZEIL + A?) 
Calculons As: 


Aë + g (t3 -L 2tAt -+ At?) — $ gt = git + A EA. 
Formons le rapport Si 


DIER 1 gAt? 
As Tr re er, 
A At et gent; 
nous avons par définition : 
v= lim = lim TE eat) = gt. 
At Ate 


Ainsi, la vitesse à un instant quelconque (est égale à v — gt. Quand t = : 
nous avons (oe, — ge2 = 9,8-2 — 19,6 m/s. 
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§ 2. Définition de la dérivée 
Soit 
y = f(z) (1) 
une fonction définie dans un certain intervalle. Pour chaque valeur 
de la variable x de cet intervalle la fonction y = f (x) admet une 
valeur bien définie. 

Supposons que l'on donne à la variable z un accroissement Az 
(positif ou négatif, cela n’a d’ailleurs aucune importance). La fonc- 
lion y reçoit alors un accroissement Ay. Ainsi, pour les valeurs z et 
x -} Ar de la variable nous avons respectivement y = f (x) et 
y + Ay = f (z -+ A»). 

Calculons l'accroissement An de la fonction y: 

Ay = f (z + Az) — f (2). (2 
Formons le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroisse- 
ment de la variable indépendante 


Ay "Gidd Ji e 
Az Az 
Calculons la limite de ce rapport quand Az tend vers zéro. Si 


cette limite existe, elle est appelée la dérivée de la fonction 
f (x) et on la désigne par la notation f’ (x). Ainsi, par définition, 


= lim DÉI 
f@= en Az 
ou 
f= lim EtA SO, (4) 


Donc, on appelle dérivée de la fonction y = f (x) par rapport à x 
la limite vers laquelle tend le rapport de l'accroissement de la fonc- 
tion à l'accroissement de la variable indépendante quand ce dernier 
tend vers zéro. 

Remarquons qu'en général pour chaque valeur de z la dérivée 
f' (x) a une valeur déterminée, c'est-à-dire que la dérivée est égale- 
ment une fonction der. 

On emploie également les notations suivantes pour désigner la 
dérivée 

e LA d 
y U Yx z. 
On désigne la valeur concrète de la dérivée pour z = a par la nota- 
tion f (a) ou De | x=a; 

L'opération que nécessite la recherche de la dérivée d’une fonc- 

tion f (x) est appelée la dérivation de cette fonction. 
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Exemple 1. Soit la fonction y — z?. Calculer sa dérivée y’ : 
1) en un point quelconque z, 
2) au point z = 3. 


Solution. 1) Quand la valeur de la variable indépendante est égale 
à z, nous avons y = 2%. Quand la valeur de la variable independante est égale 
à x + Az, nous avons y + Ay = (x + Az}. 

Cslculons l'accroissement de la fonction: 


Ay=(x + Az} — xt = 2rAx + (Ar}. 


Formons le rapport St, 


Ay _ 2rAx+- (Az)? 
Az Ae The 


En passant à la limite on trouve la dérivée de la fonction : 


y'= lim 2 lim (254 Ar)=2r. 
Aas Ax0 
Ainsi, la dérivée de la fonction y = 1° en un point arbitraire z est égale à 
y’ = 2z. 
2) Pour z = 3 nous avons: 
Hl as, Be, 
Exemple 2. IER ; calculer y’. 


Solution. En suivant la voie indiquée dans l'exemple précédent nous 
avons : 


1 1 
pari YH = ze"? 


A H 1 _x—x—Ax Ae `, 
Y=- Far e eieiei z(a} ia) 
Ay 1 


& repi’ 


. Ap S 1 1 
= —- = | —_—__———— | = —— e 
v= lim lin |] à 


Remarque. Nous avons établi au paragraphe précédent 
que si le lien fonctionnel entre le chemin s parcouru par un point 
matériel mobile et le temps £ est donné par la formule 


8 = Í (t), 
la vitesse v à un instant arbitraire £ s'exprime par la formule: 


f+ 49 —f(0 
S ; 


v= lim E lim e 


at-o Af Ato 
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Donc 

v=s =f (t), 
c'est-à-dire que la vitesse est égale à la dérivée *) par rapport au 
temps £ du chemin parcouru. 


$ 3. Interprétation géométrique de la dérivée 


Nous avons été amenés à la notion de dérivée en étudiant la 
vitesse d’un corps mobile (d’un point), c'est-à-dire en partant de 
considérations mécaniques. Nous allons à présent donner une inter- 


Fig. 58 


prélation géométrique de la dérivée, non moins importante. Pour 
cela il nous faut avant tout définir la tangente à une courbe en un 
point donné. 

Etant donnée une courbe, soit Mo un point fixe de cette courbe. 
Prenons sur cette courbe un autre point M,, et menons la sécante 
MoM, (fig. 58). Quand le point 1/, s'approche indéfiniment du point 
M, en restant sur la courbe, la sécante MoM, occupe différentes 
positions Mal, MoM}, etc. 

Si. quand le point M, en restant sur la courbe s'approche indé- 
finiment du point M, de n'inporte quel côté, la sécante tend à 
occuper une position limite définie par la droite MoT, cette droite 
est appelée la tangente à la courbe au point Mo. (Nous allons pré- 
ciser SE loin ce que nous entendons par l'expression « tend à occu- 
per ». 

Considérons la fonction f (x) et la courbe qui lui correspond dans 
un système de coordonnées cartésiennes (fig. 59) 


y = Í (x). 


Pour une valeur z donnée, la fonction a pour valeur y = f (z). Aux 
valeurs z et y correspond un point Mo (x, y) sur la courbe. Donnons 


*) Quand nous disons « dérivée par rapport à x» ou e dérivée par rapport 
au temps fv, etc., nous sous-entendons que pendant le calcul de la dérivée la varia- 
ble indépendante est respectivement z ou f, etc. 
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à la variable z un accroissement Az. A la nouvelle valeur z + Ar 
de la variable indépendante correspond une nouvelle valeur de la 
fonction: y + Ay = f (x + Az). Le point correspondant de la 
courbe sera M, (x + As, y + Ay). Menons la sécante MoM, et 
désignons par ọ l'angle formé par cctte sécante avec l'axe des z 


positifs. Formons le rapport 28 . On a d'après la figure 59: 
Ay 
— = tgp. 1 
1 Ep (1) 


Si maintenant Az tend vers zéro, le point M, se déplace le long 
de la courbe en se rapprochant indéfiniment de Mo. La sécante MoM, 
pivote autour du point Mo et l'angle ọ varie avec Ar Si pour Ar + 
—+ 0 l'angle ọ tend vers une limite o, la droite passant par le point 
Mo et formant un angle a avec l'axe des z 
positifs sera la tangente cherchée. On calcule 
facilement le coefficient angulaire de cette 
tangente : 


tga = lim tgọ = lim A f (2). 
Ax—>0 Asp ÂT 


Par conséquent, ` 
l'a) = tga, (2) 


c'est-à-dire que la valeur de la dérivée f’ (x) 
pour la valeur donnée de la variable x est égale 
à la tangente de l'angle formé par l'aze des z positifs et la tangente 
à la courbe représentative de la fonction y = f (x) au point correspon- 
dant Mo (x, y). 

Exemple. Trouver la tangente de l'angle formé par la tangente à la 


courbe y — z3 aux points M, LG +): Ma (1, 1) (fig. 60). 


Fig. 60 


Solution. Nous avons d'après l'exemple 1 du § 2 y’ — 2r. Par consé- 


quent, 
Klee A =1; Wa=y ln y — 2 


H 

2 
$ 4. Fonctions dérivables 

Définition. Si la fonction 


y = f (2) (1) 
a une dérivée au point z = Zo c'est-à-dire si la limite 


4x0 AT Ax-r0 Az 
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existe, on dira que la fonction est dérivable pour la valeur z = x 
ou, ce qui revient au même, qu'elle a une dérivée en ce point. 

Si la fonction a une dérivée en chaque point d'un segment la, bl 
ou d’un intervalle (a, b), on dit qu'elle est dérivable sur ce segment 
la, b] ou respectivement dans cet intervalle (a, b). 


Théorème. Si la fonction y = f (x) est dérivable au point 
= Zo, elle est continue en ce point. 
En effet, si 


lim AN. y (co), 
4x0 AT 


alors, 
=f (z) A) 


où y est une grandeur qui tend vers zéro 
quand Az — 0. Or, 


Ay = f' (zo) Az + yAz; 


7 d'où il découle que Ay — 0 quand Az — 0, 
ce qui exprime que la fonction f (x) est con- 
Fig. 61 tinue au point ze (voir § 9, ch. II) 

Ainsi, aux points de discon- 

tinuité une fonction ne peut 

avoir de dérivée. La proposition inverse n'est pas vraie, c'est-à- 

dire que si une fonction y = f (x) est continue au point z = x, 

il n'en découle pas qu'elle est dérivable en ce point: la 

fonction f (x) peut ne pas avoir de dérivée au point x. Pour s'en con- 
vaincre, considérons quelques exemples. 


Exemple 1 La es f (z) est définie sur le segment [0, 2] de la 
manière suivante (voir fig. 61): 


f(x) zs E pour 0 <z <1, 
{Í (z) = 2z — 1 pour 1 <r <2. 
Cette fonction n'a pas de dérivée au point z = 1, quoiqu'elle soit continue en 


ce point. 
En effet, pour âz œ> 0 nous avons: 


tim LOEB) e BIER um 28€ 
8x0 AA eue 


pour Ar < D nous avons: 


lim LU TAS. ve JET ve Az _, 
Ax0 Ae 4x0 Az Ax0 
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Donc, la limite considérée dépend du signe de Az et, par conséquent, la fonction 
n'a pas de dérivée au point z — 1 *). Géométriquement cela veut dire qu'au 
point z = í cette « courbe» n'a pas de tangente définie. 

La continuité de cette fonction au point z — { découle de ce que 


Ap = Az pour As < 0, 
Ay—24xz pour Az > 0, 
et, par conséquent, indépendamment du signe de Az, Ap —> 0 quand Az — 0. 


Exemple 2.-La fonction y — ÿx, dont le graphique est donné sur la 

figure 62, est définie et continue pour toutes les valeurs de la variable z. Nous 

ons voir si cette fonction a une dérivée pour z — 0. Pour cela, calculons la 
valeur de cette fonction aux points z = Oet z = 


=0 + Az; pour x = 0 nous avons y — 0, pour D 
z—0 + Ae nous avons y + åy = Ÿ Az. D'où ir 
AN = y Az. 
Cherchons la limite du rapport de l'accroisse- 
ment de la fonction à l'accroissement de la varia- DÄ Ar S 
ble indépendante 
. Ay ; 
lim —— = lim = lim == 4 00. 
Ah ÔT Asch ÔT axso VAT? i 
Fig. 62 


Ainsi, le rapport de l'accroissement de la fonction 
à l'accroissement de la variable indépendante pour 
ze — 0 tend vers l'infini quand Az — D (et, par conséquent, la limite n'existe 
pas). Donc, la fonction considérée n'est pas dérivable au point z — 0. La tan- 


gente à cette courbe forme en ce point un angle égal à 5 avec l'axe Or, c'est-à- 
dire qu'elle coïncide avec l'axe Oy. 


$ 5. Dérivée de la fonction y = x" pour n entier et positif 


Pour calculer la dérivée d’une fonction donnée y = f(x), on 
doit en vertu de la définition de la dérivée effectuer les opérations 
suivantes : 

4) donner un accroissement Az à la variable z, calculer la valeur 
correspondante de la fonction: - 


y + Ay = f (z + Aa: 
2) calculer l'accroissement correspondant de la fonction: 
Ay = f (x + Az) — f(x); 


+) D'après la définition de la dérivée, le rapport St doit tendre vers une 
limite déterminée quand Ar — 0 indépendamment de la manièro dont Az tend 


vers zéro. 
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3) former le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroisse- 
ment de la variable: 


Ay _f(z+ A2) tl, 
Az Az d 
4) chercher la limite de ce rapport quand Az — 0: 


AY im EtA- 


y = lim — = lim 
Axe ÂT Axa Az 


‘Nous adoptons ici et dans les paragraphes qui suivent ce procédé 
général de calcul de la dérivée de certaines fonctions élémentaires. 


Théorème. La dérivée de la fonction y = x", où n est un 
nombre entier positif, est égale à ng, c'est-à-dire 


siy—z", alors y =n"! (1) 
Démonstration. Soit la fonction 
y = T. 
1) Si z subit un accroissement Az, alors 
y + Ay = (z + Az). 
2) En utilisant la formule du binôme de Newton nous avons: 


Ay = (z + Az) — x" = z” + + z" Az + 

+ ED an (Az)? +... + (Az) — x" 
ou 

Ay=nz" ‘Az + E? (Ar +... LIA, 

3) Calculons le rapport : 
2I ` waat) n(n — 1) n—2 n—1 
1 Ps z" “Az+...+ (A2). 
4) Trouvons la limite de ce rapport : 


. n AN | | , n(n—1) n 
= li FAnn li a =r" e.e 
S See Az ee? e 1-2 ECH 


CEE] + (Az Si = Uwe 


donc, y” = nz*-1, ce qu'il fallait démontrer. 


$ 6] DÉRIVÉES DES FONCTIONS y = 8ina; y = COs x Bi 


Exemple 1. y —:, y = Dal — Dat, 

Exemple 2. y =z, y" = izt, y’ — 1. Ce résultat possède une très 
simple interprétation géométrique : la tangente à la droite y — x coïncide pour 
toutes les valeurs de z avec la droite elle-même et. par conséquent, forme avec 
l'axe des z positifs un angle de 45° dont la tangente cst égale à 1. 


Remarquons que la formule (1) est valable également dans le cas 
où n est un nombre fractionnaire ou négatif. (Cela sera démontré au 
$ 12.) 

Exemple 3. y = Vz. 

Mettons cette fonction sous la forme: 

1 


y=z? 
alors, d'après la formule (I) (en tenant compte de la remarque précédente), on a: 
1 
E 
Fos 
ou 
y= 
217 
Exemple A y= 1 
Tt zT 
Mettons y sous la forme 
3 
-3 
y=z *. 
Alors 
Siss) SE 
2 3 2 3 
= ——x = zeg T = — — 
á 2 2: | 7 


$ 6. Dérivées des fonctions 7 = sin r: y = cos x 
Théorème 1. La dérivée de sin z est cos x, c'est-à-dire 
si y = sin x, alors H = cost. (I) 


Démonstration. Donuons à la variable x un accroisse- 
ment Az. alors: 
1) y + Ay = sin (x + Ar); 


z+Ar—-7x 


2) Ay = sin (x + Ar) — sin z = 2sin x 


x EE 2sin ÊE.cos (2 + ta); 
2 2 2 


6 1162 
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2sin ÉEcos(z + €) i e à 
y z 
— = — = co ; 
SES Ae Az let ) 
2 
ie 
4) y = lim Ay _ lim 2 lim cos(z+25), 
4x0 ÂT Ax>0 Ae A0 2 
2 
mais comme 
sin 27 
in- i 
Ax0 Ae 
2 


on a 


y = lim cos (z + 2) = COS T. 
Ax+0 2 


La relation précédente est légitimée par le fait que cos z est une 
fonction continue. 
Théorème 2. La dérivée de cos x est —sin z, c’est-à-dire 
si y = cosz, alorsy = —sin z. (HI) 
Démonstration. Donnons à la variable z un accroisse- 
ment Az, alors: 
y + Ay = cos (x + Ar); 


x+ MEET 


Ay = cos (z + Ar) — cos z = — 2 sin x 


x ae Ets —2sin fz sin Le + eil 


2 
sin À? 
Suckel 
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Az 


sin — 
S . Ay x KSE ( Az) 
S ec Ax So As HAE 2 


2. 


= — lim sin (:+#) à 


Ax—+0 
Prenant en considération que sin x est une fonction continue, nous 


obtenons en définitive: 
y = —sin x. 


$ 7. Dérivées d’une constante, du produit d’une constante 
par une fonction, d'une somme, d’un produit et du rapport 
de deux fonctions 


Théorème 1. La dérivée d'une constante est égale à zéro. 
c'est-à-dire 

si y =C où C = const, alorsy = 0. (IV) 

Démonstration. y =C est une fonction de x telle que 


pour tous les z la valeur de y est égale à C. 
Donc, quel que soit x 


bd CC lä 


Donnons à la variable x un accroissement Ar (Az 0). Puisque Ia 
fonction y conserve la valeur C, quelle que soit la valeur de la va- 
riable indépendante, on a: 


y + ây = f (z + Ar) = C. 
Par conséquent, l'accroissement de la fonction est égal à 
Au = f(x + Ar) — f(x) = 0 


et le rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de 
la variable indépendante est : 


AN _ 
Ar 
Done, 
Pas 
c'est-à-dire 
H =ù. 


6* 
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Ce résultat admet une interprétation géométrique simple. Le 
graphique de la fonction y = C est une droite parallèle à l’axe Oz. 
La tangente à ce graphique coïncide évidemment en tous points 
avec cette droite et, par conséquent. forme avec l'axe Or un angle 
dont la tangente H est égale à zéro. 


Théorème 2. On peut sortir un facteur constant de dessous 
le signe de dérivation, c'est-à-dire 


si y = Cu (x) (C = const), alors y’ = Cu’ (x). (V) 


Démonstration. En répétant le raisonnement de la 
démonstration du théorème précédent on a: 


y = Cu (à); 
y + Ay = Cu (z -i- Ax); 
Ay = Cu (x + Ax) — Cu (x) = C [u (x + Ax) — u (r)l. 
Ay _ çue tAn ua) 


Ax Ax 
ln Bacin Eaa a 
Ax-+0 Ax As rg ôx 
c'est-à-dire 
H = Cu’ (a). 


Exemple 1. PE 
Vz 


vaa (i eE a (a 


c'est-à-dire 
3 


= Re 


2r yr 
Théorème 3. La dérivée de la somme d'un nombre fini de 


fonctions dérivables est égale à la somme des dérivées de ces fonctions *). 
Par exemple, pour le cas de trois fonctions nous avons: 


y = u (x) 4- v (x) -+ w (x), y — u’ (x) + v (x) + uw" (a). (VI) 


Démonstration. Pour la valeur x de la variable indépen- 
dante 
y=u+r-.u 
2) L'expression y = u (x) — v (2 est équivalente à y -u al + e (7) 
et y’ = [| u (x) + GA e (a) =u’ (r) Llpialf =u (r e rix 
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(Nous omettons la variable x dans la notation des fonctions pour 
simplifier l'écriture.) 
Pour la valeur x -- Ar de la variable indépendante nous avons: 
y + Ay = (u + Au) <- (v + Av) + (w + Aw), 


où An. Au, Av, Aw sont respectivement les accroissements des fonc- 
tions y, u, v, w, pour un accroissement correspondant Ac de la wa- 
riable x. Par conséquent, 


Ap Au Av Au 
Ay = A A Au, == Lk 
ët E E 


ou 
y = u’ (x) 4- v' (x) 4- w (z1). 


Exemple 2. y: 3rt— a 
ye 


1 

= ES: 
H  3(x4) —(z 34e (+) Et à 

c'est-à-dire & à 
Pa ADI + re 
y ras = 
Théorème 4. La dérivée du produit de deux fonctions déri- 
vables est égale au produit de la dérivée de la première fonction par 
la seconde plus le produit de la première fonction par la dérivée de la 

seconde, autrement dit 

si y = uv. alors y = u'v + uv’. (VII) 


Démonstration. En suivant le raisonnement utilisé 
pour la démonstration du théorème précédent, on a: 
H = uv, 
y + Ay = (u + Audio + Ar), 
Ay = (u + Auj(v 4+- An — uv = Aw + uAr +4 AuAv, 


Ar Ae Ax A 
e . åy . Au : Av . Av 
= lim ~ = lim — l — + lim Au ses 
V Se Ax Se As ES Rote? ji Az + A F Az 
Av 


= (im el DE lim ay lim Au lim — 


Ax>0 ÂT Ax=0 Âz Ax+0  Ax-+0 Ar 
(puisque u et v ne dépendent pas de Az). 
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Considérons le dernier terme du second membre 
: . Av 
lim Au lim —. 
Ax>0  Ax-0 ÂT 


u (x) étant une fonction dérivable, elle est aussi continue. Donc, 


lim Au = U. En outre. 
4x0 


lim a = D Æ 00. 
4x0 Är 
Ainsi le terme considéré est égal à zéro et nous avons en définitive: 
y = u'v + ww. 
Ce théorème permet d'obtenir sans difficulté la règle de dérivation 


du produit d'un nombre quelconque de fonctions. 
Ainsi, si nous considérons le produit de trois fonctions 


y = H, 
en le mettant sous forme du produit de u et de (vw), nous 
avons: H = u’ (vw) + u (vw) = u'vw + u (v'w + vw’) = u'vw + 
4- uv'w + uvu’. Ce procédé permet d'obtenir une formule analogue 
pour la dérivée du produit d'un nombre quelconque (fini) de fonc- 
lions. Si y = Huis ... Un, alors 
H = Uli. . Ha Ain F Uatis, - Hais + - - © F Ulz. - Un-qUne 
Exemple A Si y =z?sin z, alors 
y’ = LÉI sin z -}- z? (sin x)’ — 2z sin x-|- z2 cos z. 
Exemple A Si y = Vzsinzcosz, alors 
y’ = (Hal sin z cos z4- Vz(sinr) cos z + 


+ Va sin z (cos 2) == 1 


sin z cos x + 
Ei 


-} 13 cos z cos z + Vz sin z (—sin z)= sin zcos z + 


1 
2Vz 
-H VZ (cos? z—sin? DE + Vz cos 2r. 


Théorème 5. La dérivée d'une fraction (c’est-à-dire du rap- 
port de deux fonctions) est une fraction dont le dénominateur est égal 
au carré du dénominateur de la fraction considérée et le numérateur est 
égal à la différence du produit du dénominateur par la dérivée du numé- 
rateur et du produit du numérateur par la dérivée du dénominateur, 
c'est-à-dire 
, u'v—uv 


si y=—, abrsy=———. (VIII) 
v 


CRE 


$ 71 DÉRIVÉES D'UNE CONSTANTE, DU PRODUIT, D'UNE SOMME 87 


Démonstration. Si Ay, Au et Av sont respectivement les 
accroissements des fonctions y, u et v pour l'accroissement corres- 
pondant Az de la variable z. nous avons 


u + Au 
EEN 
EE 
v+ Av v v(v + Av) 
vAu—uAv Au Av 
Ay_ Ae Ae Ae, 
Az  v(v+ Av) v(v + Av) 
Au Av 


y = lim Ay _ lim ne AM. 
Ax-+0 AZ Asp v(v + Av) v lim (v + Av) 
Ax—+0 

D'où, en remarquant que Av— 0 quand Az — 0 *), nous avons: 

, VD HU 

H =c 

Exemple 5. Siy= Ean —— , alors 
(zS)’ one (cos z) Zei cosz 4-z3 sinz 


v= cos? z cos? z 
Remarque. Si la fonction considérée est de la forme 
u(x 
y = ula) D 
C 


où le dénominateur est une constante, au lieu d'utiliser la formu- 
le (VIII), pour calculer sa dérivée, il est préférable de se servir de la 
formule (V): 


Bien sûr, ce résultat peut être également obtenu à l’aide de la 
formule (VIII). 


Exemple 6.Siy= = DÉI 7. alors 


y r __ {cos SS? 87 


+) Jim Ar = 0 puisque v (x) est une fonction dérivable et, par conséquent, 


continue. 
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$ 8. Dérivée d’une fonction logarithmique 
Théorème. La dérivée de la fonction log, x est égale à 
Z log, e, c'est-à-dire 
si y = logaz, ulors y =? log, e. (IX) 


Démonstration. Si Ay est l'accroissement de la fonc- 
tion y = log, x pour un accroissement correspondant Az de la 


variable e, alors: 
y + Ay = loga (x + Az); 
loga (1 + 2) = 
ZZ 


Ay = loga (x + Al — loga z= loga SE 


Ay 4 ( Az) 
— = — log, | 1 + —]}. 
Ar Ae j F x 


Multiplions et divisons par z l'expression figurant dans le second 
membre de la dernière égalité : 


x 
Ay irz ( eil 1 ( SI 
= = —— lo 1 DEET A KE DEA . 
Ar zxAx 08e t+ zx Ee + x 


Désignons la quantité CS par a. Il eet évident que « —+ 0 quand Az 


tend vers zéro pour un x donné. Par conséquent, 


Men + a). 


Or, nous savons que (voir § 7, chap. Il) 
L 
liai (+a) = 


Si l'expression figurant sous le signe du logarithme tend vers 
le nombre e, le logarithme de cette expression tend vers loga e (en 
vertu de la continuité de la fonction logarithmique). D'où nous 
avons en définitive: 

1 L 1 
y = lim ÂY L lim + log, (1 +a)e = — loga e. 
x 


Ax=0 ÂZ a~o 
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En remarquant que log, e = Le z Dos pouvons mettre la formule 


obtenue sous la forme : 
4 4 


y=: . 
x Loga 
Notons un cas particulier important de cette formule: si a = c, 
alors Loga = Loge = i, c’est-à-dire 


si y —= Logz, alors y=Ż. (X) 


$ 9. Dérivée d’une fonction composée 


Soit y = f (x) une fonction composée, c'est-à-dire pouvant être 

mise sous la forme: 
ES F (u), u= Q9 (z) 

ou encore y = F [¢ (x)} (voir chap. I, § 8). Dans l'expression y = 
= F (u), u est appelée variable intermédiaire. 

Etablissons la règle de dérivation d'une fonction composée. 

Théorème. Si la fonction u = (x) a une dérivée ux = @ (x) 
au point x et la fonction y = F (u) a une dérivée y, = E (u) pour la 
valeur correspondante de u, alors au point considéré x la fonction com- 
posée y = F lọ tal a également une dérivée égale à 


ÿx= Fa (u) g (2) 
où u doit être remplacée par l'expression u = (x). Plus simplement 
Dé = Yatzy 
c'est-à-dire que la dérivée d'une fonction composée est égale au produit 


de la dérivée de cette fonction par rapport à lu variable intermédiaire 
u par la dérivée par rapport à x de la variable intermédiaire. 


Démonstration. Pour une valeur donnée de z nous 
aurons : 
u = q (2), y = F (u). 
Pour la nouvelle valeur z + Az de la variable z on a 
u + Au = pr + Az), y + Ay = F (u + Au). 
Ainsi à l'accroissement Az correspond un accroissement Au auquel 


correspond à son tour un accroissement Ap ` en outre, quand Ar —+ 0 
nous aurons Au —> Det Ay — 0. Par hypothèse, 


. Ay č . 
lim — = y,. 
Au-+0 Au Ve 
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De cette relation et d’après la définition de la limite nous avons 
(pour Au Æ 0): 


An d 
Se a, 1 
Au Yu + (1) 
où a —> 0 quand Au — 0. Ecrivons l'égalité (1) sous la forme 
Ap = yu Au + adu. (2) 


L'égalité (2) est également vérifiée pour Au = 0 quel que soit a. 
puisque dans ce cas elle se transforme en l'identité O = 0. Pour 
Au = 0 nous poserons o = 0. Divisons tous les termes de l'égalité 
(2) par Ar: 


— = Dn — +a—. (3) 
ZE 


Par hypothèse, 


lim LE À lim a = 0. 
4x0 Är Ax-+0 
En passant à la limite dans l'égalité (3) quand Az —+ 0 nous avons: 


e D e 


Mass Ha ste C.q.f.d. (4) 


E xemple 1. Soit la fonction y = sin (z?). Calculons yx. Mettons cette 
fonction sous forme de fonction composée de la manière suivante : 


H =sinu, u—r. 
Nous trouvons: 
€ D 
yu = CoS u, Ux = Ze, 
Par conséquent, d'après la formule (4) 
yx = yu ux = COS u 2x. 
En remplaçant u par son expresion en z, nous avons en définitive: 
yx = 2z cos (2). 


Exemple 2. Soit la fonction y = (Log x). Calculons y%. 
Nous pouvons mettre cette fonction sous la forme: 


y = uÿ, u = Log z. 
Nous trouvons: 
1 
Vu =3u?, ux ri 
Par conséquent, 


e 1 1 
Yx== But — =3 (Log z)? = 


Si la fonction y = f (z) peut être mise sous la forme 
y =F (u, u=q{t, v=} (2), 
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le calcul de la dérivée y% peut être effectué en appliquant successi- 
vement le théorème précédent. 
En vertu de la règle que nous venons de démontrer nous avons: 


Yx = Mul 
En appliquant ce théorème pour calculer u nous avons: 
D LA e 
Uy = Hee, 
En substituant l'expression de ux dans l'égalité précédente nous 
avons: 


Yx = Mabiefie (5) 
ou 


y= Fu (u) p, (Ob (2). 


Exemple 3. Soit la fonction y—sin{(Log z}$]. Calculons vi Mettons 
cette fonction sous la forme suivante : 


y=sinu, u=v3, v=Logz. 
Nous trouvons : 
yu—cosu, WA, =. 
Par conséquent, nous avons en vertu de la formule (5): 
Nier Yul Vy = 3 (cos u) v? 4 
ou en définitive : 
ven [(Log 2)]-3 (Log =} $. 


Remarquons que la fonction considérée n'est définie que pour z > 0. 


§ 10. Dérivées des fonctions y = tg x, y = ctg x, y = Log |x| 


Théorème 1. La dérivée de la fonction tg z est égale à — r- » 


c'est-à-dire 


si y=tgz, alors y = (XI) 


cos z 
Démonstration. Comme 
sinz 


D 
cost 
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nous avons en vertu de la règle de dérivation des fractions {voir 
formule (VIII), $ 7, chap. III}: 


ya (sin z) cosx — sinz (cosa) ` 


cos? z 
cos zcos z — sin z (— sinz) ` cos? x + sin? z 1 
cos x cos? z co z 


Théorème 2. La dérivée de la fonction ctg x est égale à 
— 5. C'est-à-dire 
sin? z 
si y =ctgz, alors H = —— L : (XII) 
Sin $ 


Démonstration. Comme 
__ cosz 
” sinz’ 
alors 
, rosa sinz Se GO 
BE sin?z 


— sin z sin z — Cos T COS T sin? z + cos x 1 


E E DÉI e ns DEET  enene 


Exemple 1. Si EE alors 


y= 1 
cos? A m9 - 3 CS cost Vz 


oui 2. Si y = Log ctg z, alors 


; st 1 1 3 
ES “gs ig zy agr (am) er © z  sinZ”° 
Théorème 3. La dérivée de la fonction Log | x | (fig. 63) 


est égale à 4 , C'est-à-dire 
si y= Log|z|, alors y=Ż. (XIII) 
Démonstration. a)Siz > 0, alors |z | = x, Log | x | = 


= Log x et, par conséquent, 
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b) Soit x < 0, alors | x | = —z. Mais 
Log | x | = Log (—x). 
(Remarquons que si z < 0, alors —z > 0.) 


1 


y= Lëlz 


Fig. 63 


Mettons la fonction y = Log (—zx) sous la forme d'une fonction 
composée en posant 
| y = Logu; u = —x. 
Alors 
1 


— 


La La LA 1 1 
Yx = Huis = —(— 1) = (—1)= —. 
u T 


Donc, pour les valeurs négatives de z nous retrouvons encore la 
formule 
1 


Y= z: 


Ainsi, la formu'e (XIII) est démontrée pour toutes les valeurs de 
x 0. (Pour z = 0 la fonction Log |z | n'est pas définie.) 


$ 11. Fonction implicite et sa dérivée 
Supposons que les valeurs des variables z et y soient liées entre 
elles par une équation que nous désignerons symboliquement par 
F (z, y) = 0. (1) 
Si la fonction y = f (x) définie dans un intervalle (a, b) est telle 
qu’en remplacant dans l'équation (1) y par f (x) cette équation se 
transforme en une identité en x. alors la fonction f (x) est appelée 
fonction implicite définie par l'équation (1). 
Ainsi, par exemple, l'équation: 
a? + y? — u? — 0 (2) 
définit implicitement les fonctions élémentaires suivantes (fig. 64 
et 65): ee 
y= Hei — è, (3) 


= Ve g 
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En effet, après avoir remplacé y par ces expressions, l'équation (2) 
se transforme en une identité : 


a? + (a? — 2°) — a? =O. 


Les expressions (3) et (4) ont été obtenues en résolvant l'équation (2) 
par rapport à y. Mais il n’est pas toujours possible de trouver la forme 


y 


Fig. 64 Fig. 65 


explicite d'une fonction implicite, c'est-à-dire qu'il n'est 
toujours possible de l'exprimer sous la forme y = f (x) *), où ro 
est une fonction élémentaire. 
Ainsi, les fonctions définies par l'équation 
Pepe =0 
ou 


1 . 
He Sin He 0 
ne s'expriment pas à l’aide des fonctions élémentaires, c'est-à-dire 
qu'on ne peut les résoudre en y au moyen des fonctions élémentaires. 


Remarque 1. Remarquons que les termes « fonction impli- 
cite» et « fonction explicite » caractérisent le mode d'expression 
de la fonction donnée et non pas la nature de celle-ci. 

Toute fonction explicite y = f (x) Lk être mise sous la forme 
d'une fonction implicite y — f (x) = 

Indiquons à présent la règle qui ne de trouver la dérivée 
d'une fonction implicite sans l'avoir préalablement mise sous la 
forme explicite, c'est-à-dire y = f (z). 

Supposons que la fonction soit donnée par l'équation 


Lu 0. 


Si y est la fonction de z définie par cette équation, alors cette der- 
nière se transforme en identité. 

En dérivant les deux membres de cette identité par, rapport 
à x, et en supposant que y est fonction de z, nous avons (d'après la 


*), Si une fonction est définie par une équation de la forme y = f (x), on 
dit qu'elle est donnée sous forme explicite, ou que c'est une fonction explicite. 
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règle de dérivation des fonctions composées) : 
2x + 2yy' = 0, 
d'où 


Remarquons que si nous avions dérivé la fonction explicite cor- 
respondante 


nous aurions eu: 


c'est-à-dire le même résultat. 
Considérons encore un exemple de fonction implicite : 


yp —y—- r zs D, 
Dérivons par rapport à z: 
Dë — y' — 2z = 0, 
d'où 
= 2x 
D SET Fi 

Remarque 2. Les exemples considérés montrent que pour 
calculer la valeur de la dérivée d’une fonction implicite pour une 
valeur donnée de la variable x, il faut connaître également y pour 
cette valeur de x. 


$ 12. Dérivée d’une fonction puissance quand l’exposant 
est un nombre réel quelconque, dérivée de la fonction 
exponentielle et de la fonction composée exponentielle 


Théorème 1. La dérivée de La fonction x", où n est un nombre 

réel arbitraire, est pa), c'est-à-dire 
si y=z", alors y —=nz" 1, (E) 

Démonstration. Soit cO. En prenant le logarithme 

de la fonction donnée, nous avons: 
Log y = n Log z. 

Dérivons les deux membres de l'égalité obtenue par rapport à x, 

en supposant que y est fonction de z: 
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En remplaçant y par sa valeur y = x", nous avons en définitive: 
y =ne", 
On démontre aisément que cette formule est aussi vraie pour z < 0 
si z” a un sens *). 

Théorème 2. La dérivée de la fonction or, où a œ 0, est 

o Log a, c'est-à-dire 
siy—a*, alors y = a" Loga. (XIV) 
Démonstration. En prenant le logarithme de l'égalité 

y = d*, nous avons: 

Log y = x Log a. 


Dérivons l'égalité obtenue en supposant que y est fonction de z: 
Ty =Loga; y =y Loga 
ou 
y = a* Loga. 


Si la base du logarithme a = e, alors Loge = í et nous avons la 
formule 


y=", y =e. (XIV’) 
Exemple 1. Soit la fonction 
H = ex?, 


Mettons-la sous la forme d'une fonction composée en introduisant la variable 
intermédiaire u: 
y =e,  u—x; 
alors ; 
yu zéi, u% — 2z. 
Et, par conséquent, 
yx = e — el, 
On appelle fonction composée exponentielle toute fonction expo- 
nentielle dont la base et l'exposant sont des fonctions de z, par 


exemple, (sin air, zt€ =, *, (Log z)*, etc., et en général toute fonc- 
tion de la forme 


vc Il = LÉI 
est une fonction composée exponentielle. 
Théorème 3. 
Si y=u", alors y = DÉI V + ur Logu. (XV) 
*) Précédemment ($ 5, chap. III nous avons démontré cette formule dans 


le cas de n entier positif. Elle est maintenant démontrée dans le cas général 
(pour tout nombre n constant). 
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Démonstration. Prenons le logarithme de la fonction y: 
Log y = v Log u. 
En dérivant cette égalité par rapport à x, nous avons: 


1 LA 1 € e 
FU =v07" +v Logu, 


d où l 
ÿ=u(r% +v togu). 


En remplaçant y par l'expression u° nous avons: 
H = vu lu" + uv Logu. 

Ainsi, la dérivée d’une fonction composée exponentielle com- 
prend deux termes : on obtient le premier en supposant au cours de la 
dérivation que u est une fonction de x et v une constante 
(c'est-à-dire en considérant u” comme une fonction puissan- 
ce); on obtient le second terme en supposant que v est une fonction 
de x et u une constante (c'est-à-dire en considérant u” comme une 
fonction exponentielle). 

Exemple 2. Si y = x%, alors 

y' = zz% (z') + 2% (x) Log z 
ou 
H = 2% + zx Log x = xx (1 + Log z). 
Exemple 3. Si y = (sin r)*?, alors 
y’ = 2 (sin z) (sin zt + (sin asi (z2)' Log sin z = 
= 2 (sin z)*2-1 cos z + (sin dai 2z Log sin z. 

Le procédé appliqué dans ce paragraphe pour calculer la dérivée 
consiste en ce que nous cherchons tout d’abord la dérivée du logarithme 
de la fonction donnée; ce procédé est fréquemment employé pour 


trouver la dérivée de certaines fonctions, car, bien souvent, il sim- 
plifie les calculs. 


Exemple 4. Soit à calculer la dérivée de la fonction 
_ (z441) Vr—1 
Y= pape 
Solution. En prenant le logarithme de cette expression nous avons : 


Log y=2Log(z Lt Log (2—1)—3 Log (z-+4)—z. 


En dérivant les deux membres de cette égalité, nous trouvons 


pote hr > 
7—1162 v 2121) zpi 


e 


1. 
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ŒHMVET ou 


Multipliant par y et remplaçant y par l'expression ~ 44e 


avons : 
GEI Vz—1 [= patte) 
vd Gie Ess ACC rri 


Remarque. L'expression Y= (Log y)’, la dérivée du loga- 


rithme népérien de la fonction donnée y = y (z), est appelée dérivée 
logarithmique. 


$ 13. Fonction inverse (ou réciproque) et sa dérivée 


Soit 
y = Í (x) (1) 
une fonction croissante (fig. 66) ou décroissante définie dans l'inter- 
valle (a, b) (a < b) (voir § 6, chap. D Soit f (a) = c, f (b) = d. 
Pour fixer les idées, considé- 
rons une fonction croissante. 
Prenons deux valeurs diffé- 
rentes xz; et z, de l'intervalle 
(a, b). En vertu de la définition 
des fonctions croissantes, il vient 
que si tı < Tz et y = f (zı), 
H = Í (z2), alors y, < y2. Donc, 
à deux valeurs différentes z, et 
z correspondent deux valeurs 
Fig. 66 différentes y, et y2 de la fonction. 
è Inversement, si y Ha et y, = 
=f (x), Y2 = Í (z2), il découle 
de la définition des fonctions croissantes que x < Za, Ainsi, on 
établit une correspondance biunivoque entre les valeurs de x et les 
valeurs correspondantes de y. 
En considérant ces valeurs de y comme les valeurs de la variable 
indépendante et les valeurs de z comme les valeurs de la fonction, 
nous obtenons z en fonction de y: 


z = ọ (y). (2) 


Cette fonction est appelée fonction inverse de la fonction y = 
= f(x). Il est évident que la fonction y = f (x) est la fonction 
inverse de la fonction x = ọ (y). On démontre par un raisonnement 
analogue que la fonction décroissante admet aussi une fonction in- 


verse. 


Remarque 1. Nous nous bornerons à citer, sans la démon- 
trer, la proposition suivante: si la fonction croissante (ou décrois- 
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sante) y = f (x) est continue sur le segment [a, bl et f (a) = c, 
f (b) = d. alors la fonction inverse est définie et continue sur le 
segment Íc, dl. 

Exemple 1. Soit la fonction y = z3. Cette fonction est croissante dans 
l'intervalle infini —œ < z < +œ, elle a une fonction inverse z =Y} y 
(fig. 67). 

y y=? 


ad) 


Fig. 67 Fig. 68 


Notons que l'on trouve la fonction inverse x = (y) en résol- 
vant l'équation y = f (x) par rapport à x. 


Exemple 2. Soit la fonction y — er, Cette fonction est croissante dans 
l'intervalle infini —oo<<z< +œ. Elle admet pour fonction inverse z = 
= Log y. Le domaine de définition de la 
fonction inverse est l'intervalle 0 < y < © y ysr! 
(fig. 68). 

Remarque 2. Si la fonction y = 
=f (x) n'est ni croissante ni décroissante 
dans un intervalle, elle peut avoir plu- 
sieurs fonctions inverses *). 


Exemple 3. La fonction y —2? est 
définie dans l'intervalle infini — oo < x < r 
< + œ. Elle n'est ni croissante ni décrois- 0 
sante et n'admet pas de fonction inverse. 
Mais, si nous considérons l'intervalle 0 < z< Fig. 69 
< + œ, nous voyons que cette fonction est 1g. 
croissante dans cet intervalle et que sa fonction 


inverse est z — y y. Dans l'intervalle - -vo < z < 0 la fonction est décroissante 
et admet pour fonction inverse la fonction z =—y y (fig. 69). 


Remarque A Si les fonctions y = f (z) et x = (y) sont 
réciproquement inverses, leur graphique est une même courbe. Mais, 


*) Soulignons, une fois de plus, qu’en disant que y est une fonction de z, 
on sous-entend une dépendance univoque entre y et z. 
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si nous désignons de nouveau la variable indépendante de la fonc- 
tion inverse par x et la fonction par y et si nous traçons le graphique 
de ces deux fonctions relativement à un même système de coordon- 
nées, nous obtiendrons deux graphiques différents. 

On voit aisément que ces graphiques sont symétriques par rap- 
port à la bissectrice du premier quadrant. 

Exemple 4. Sur la figure 68 nous avons tracé les graphiques de la 


fonction y = er (ou celui de z — Log y) et de sa fonction inverse y — Log z 
étudiées dans l’exemple 2. 


Nous allons démontrer maintenant un théorème permettant de 
trouver la dérivée de la fonction y = f (x) si l’on connaît la déri vée 
de sa fonction inverse. 


Théorème. Si la fonction 
y = f(x) (1) 
z = ọ (y) (2) 


dont la dérivée e (y) en un point donné y est différente de zéro, alors 
la fonction y = f (x) possède au point x correspondant une dérivée 


f (x) égale à A 


admet une fonction inverse 


; c'est-à-dire que nous avons la formule: 


1 
fa=-—. (XVI) 
e () 
Ainsi la dérivée de l'une des deux fonctions réciproquement inverses 
est égale à l'inverse de la dérivée de l’autre fonction au point consi- 
déré *). 
Démonstration. Dérivons les deux membres de l'éga 

lité (2) par rapport à x, en supposant que y est une fonction de z **): 


1= g (Y) y 
d'où 


La 1 
Ka CH 


pu 


en Quand nous écrivons f” (x) ou y’, nous supposons que pendant le 
calcul de la dérivée la variable indépendante est z; de même, quand nous 
écrivons gi (y) ou zy nous supposons que pendant le calcul de la dérivée la 
variable ind pendante est y. Notons qu'après avoir dérivé par 
rapport a y nous devons remplacer y par son ex- 
ression f(z) dans le second membre de la formu- 
e VI). 
zen En fait, nous cherchons ici la dérivée de la fonction de z donnée impli- 
citement par l'équation x — ọ (y) = 0. 
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En remarquant que y; = f’ (x), nous obtenons la formule (XVI) 
que nous pouvons mettre sous la forme: 


1 


y=. 


Le résultat obtenu possède une illustration géométrique très 
simple. Considérons le graphique de la fonction y = f (x) (fig. 70). 
Cette courbe sera aussi le graphique de la fonc- 
tion z = ọ (y), où z est la variable dépen- D Ca 
dante et y la variable indépendante. Considé- g 
rons un point quelconque M (x, y) sur cette 
courbe. Menons la tangente à la courbe en ce 
point. Désignons respectivement par o et ĝ 
les angles formés par cette tangente avec les 
axes positifs Oxz et Oy. D’après les résultats 
du § 3 relatifs à la signification géométrique 


de la dérivée nous déduisons : a 
f (@)= tga, } Fig. 70 
e 0) = tgb. 3 


Il vient immédiatement de la figure 70 que si œ < Ki alors 


Be, 
Sia> 5 , on voit facilement que B = E — a. Par conséquent, 
nous aurons toujours 
tg B = ctga, 
d'op 
tga tg P = tga ctga =1 
ou 


tg a = —. 
tgß 


En remplaçant tg æ et tg B par leurs valeurs déduites de la formu- 
le (3) nous obtenons 


1 
der 
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$ 14. Fonctions trigonométriques inverses 
et leurs dérivées 


4) La fonction y = arc sin x. 
Considérons la fonction 
z =siny (1) 


et traçons son graphique en prenant pour axe Oy la verticale ascen- 
dante (fig. 71). 

Cette fonction est définie dans l'intervalle infini — oo < y < 
n n 
E SES E 
croissante et ses valeurs remplissent le segment —1 < z < 1. C'est 
pourquoi la fonction z = sin y a une fonction inverse que l'on dé- 

signe par 


< + co. Sur le segment — la fonction z = sin y est 


y = arc sin zx *). 


Cette fonction est définie sur le segment 
—1 <z <í et ses valeurs remplissent 


le segment — 5 EES 5 . Le graphique 


de la fonction y = arc sin x est représen- 
té sur la figure 71 par un trait gras. 
Théorème 1. La dérivé de la 


H 
, c'est-à-dire 
V 1—2t 
1 


si y—arcsinz, alors H = ———. 

Fig. 71 Vi— z 
(XVII) 
Démonstration. En vertu de l'égalité (1) nous avons: 


fonction arc sin z est 


zy —COSy. 


D'après la règle de dérivation d'une fonction inverse 


mais 
cosy = VA — si? y = VA — x, 
+) Remarquons que l'égalité y — Arc sin z bien connue en trigonométrie 


n'est qu'une autre forme d'écriture de l'égalité (1). Ici (pour z donné) y désigne 
l'ensemble des valours des angles dont le sinus est égal à z. 
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donc 
EE 
= ef 


Nous prenons le signe + devant la racine, parce que la fonction 
n n 
y = arc sin z prend ses valeurs sur le segment — E e NS E et que, 
par conséquent, cos y > 0. 
Exemple À. y=arcsin e”, 


EEEE SER F. E 
y VIe del Lef ` 
Exemple 2. 


y= a 2) , 


y = 2are sin À — 1 D (+ Sg 


= —2arc sin T=005y 


oe, 


2) La fonction y = arc cos z. 
Considérons comme précédemment la fonction 


z = COS y (2) 
et traçons son graphique en orientant l'axe Oy suivant la verticale 
ascendante (fig. 72). Cette fonction est définie dans l’intervalle 
infini — œ < y < + co. La fonction z = cos y est décroissante sur 
le segment 0 < y < x et elle a une fonction inverse que l'on désigne 
par la notation 


ÿy=arccos x 


y = arc cos z. 
Cette fonction est définie sur le segment —1 < z < 1. Les valeurs 
de cette fonction remplissent l'intervalle x >y y > d Le graphique 
de la fonction y = arc cos z est représenté sur la figure 72 en trait 
gras. 


Théorème 2. La dérivée de la fonction arc cos x est — À T 
py 
c'est-à-dire 
1 (XVII) 


si y =arccosz, alors y = ————. 
V1 — 


Démonstration. On trouve d’après l'égalité (2): 
z= — siny. 
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Par conséquent, 
1 1 1 


= =s ge, 
` Ty sın y V1 — cosy 
Mais cos y = z, d'où 
; 1 


E 


vRS ci DT BE PR ETS z 
Dans l'égalité sin y = | 1 — cos? y nous prenons le signe plus de- 
vant la racine, parce que la fonction y = arc cos x est définie sur le 
segment 0 < y <n et que par conséquent sin y > 0. 


Exemple A y=arc cos (tg 1), 


jh E 
1—tgiz VI—tgr x cost z 
3) La fonction y = arc tg x. 
Considérons la fonction 
= tgy (3) 
et traçons son graphique (fig. 73). Cette fonction est définie pour 


toutes les valeurs de y, excepté les valeurs y = (2k + 1) E (k = 


As 


lee 


E Te 


T-ctg y 
y=arcctg x 


Fig. 74 


= 0, +1, +2, ...). La fonction x = tgy est croissante dans 


l'intervalle — 5 <y < 5 et elle admet dans cet intervalle une 


fonction inverse que l'on désigne par 
y = arc tg z. 
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Cette fonction est définie dans l'intervalle — oo < x << + oo. Les 
valeurs de la fonction remplissent l'intervalle — 5 e HN e 5 . Le 
graphique de la fonction y = arc tg x est représenté sur la figure 73 
en trail gras. 

Théorème 3. La dérivée de la fonction arc tg x est oe 
c'est-à-dire 


, 1 
si y=ar tgz, alors y = ——. XIX 
y g =: SC (XIX) 


Démonstration. On trouve d'après l'égalité (3) 


SES 
Con 
Par conséquent, 
1 
Ka 008 y, 
Ty 
mais 
1 1 
cos? y = —; = -T 
ty jeu 
puisque tg y = z, nous obtenons en définitive: 
y= 
1 tg 


Exemple A y=(arc tgz)$, 
Fr 1 
y’ = 4 (arc tg z)? (arc tg z) =4 (arc tg} Tr. 


4) La fonction y = arc ctg z. 
Considérons la fonction 
z = ctg y. (4) 


Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de y, excepté 
les valeurs y = kn (k = 0, +1, +2, . ..). Le graphique de cette 
fonction est représenté sur la figure 74. Dans l'intervalle 0 < y < n 
la fonction z = ctg y est décroissante et elle a une fonction inverse 
que nous désignons par la notation: 


y = arc ctg x. 


Cette fonction est donc définie dans l'intervalle infini — oo < z < 
< + œ et ses valeurs remplissent l'intervalle x > y > 0. 
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Théorème 4. La dérivée de la fonction arc ctg x est — ee 
c'est-à-dire 
1 
si y=arcctgz, alors y = — —. XX 
y € y eme: (XX) 
Démonstration. On déduit de l'égalité (4): 
` 1 
Ty = — 
sin? y 
Par conséquent, 
e . 2 1 
= — sin y = — — = — c, 
We y cosec? y 1 +ctg’y 
Mais 
ctg y = 
Donc, 
E 
SO Ap 


$ 15. Tableau des principales formules de dérivation 


Réunissons en un tableau unique les principales formules et 
règles de dérivation que nous avons démontrées dans les paragraphes 
précédents : 

y = const, "== Q. 


Fonction puissance: 


en particulier, 


Fonctions trigonométriques : 
y=sinz, y'—Ccosx, 


y=cosz, y ——sinx, 
e 4 
y= tgz, y = 29 
cos“ x 
A H 


y =ctgz, y —= — 
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Fonctions trigonométriques inverses: 


i ; 1 
y=arcsinz, y = =, 
His 
y = arccos z Ge 
U TEEN 
= are tigr. EA 
y= ? A+ 
= BËG CIS r EE 
y= H y = (ts 


Fonction exponentielle : 
Hai y sg Loga; 

en particulier, 

y = e D y =œ. 
Fonction logarithmique : 

. 1 
y = loga 7, y x logae; 
en particulier, 
e 1 
y=Logz, y=—. 


Principales règles de dérivation: 


Has CH D, y =Cu (z) (C—=const) 
y=u+tu—w, y=u+v0 —w, 
y=u-v, y =u v4 u, 

u , HD HU 
y= v ` y NE HE 
"HIH TI ` vote 
y=u", y = DÉI + uv Logu. 


Si y = f(x), x = y (y), où f et y sont deux fonctions réciproque- 
ment inverses, alors: 


fa 
P{ 


v ù Masi, 
y) 
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$ 16. Fonctions données sous forme paramétrique 


Soient données deux équations: 


ZE se (i, 


où £ varie sur le segment [Ti, T2]. A chaque valeur de t correspon- 
dent deux valeurs x et y (nous supposons que les fonctions ọ et p 
sont univoques). Si l’on considère les valeurs de z et de y comme les 
coordonnées d’un point du plan Oxy, à chaque valeur de t correspon- 
dra un point bien déterminé de ce plan. Quand t varie de T, à 72, 
ce point décrit dans le plan une courbe. Les équations (1) sont dites 
équations paramétriques de cette courbe, t est appelé paramètre et le 
procédé qui permet de donner la courbe par les équations (1) est dit 
paramétrique. 

Supposons ensuite que la fonction z = ọ (t) admet une fonction 
inverse £ = ® (zx). Il est alors évident que y est une fonction de z: 


y = 4 lba). (2) 


Ainsi, les équations (1) définissent y en fonction de x et l’on dit 
que la fonction y de z est donnée sous forme paramétrique. 

La relation y = f (x), exprimant la dépendance directe de y en 
fonction de z, s'obtient en éliminant le paramètre € dans les équa- 
tions (1). 

Les courbes données par des équations paramétriques sont fré- 
quemment employées en mécanique. Par exemple, si un point 
matériel se déplace dans le plan Ozy et si l’on connaît les lois du 
mouvement des projections de ce point sur les axes de coordonnées, 


z= Q(t), e 


où le paramètre ż est le temps, les équations (1°) sont alors les équa- 
tions paramétriques de la trajectoire du point mobile. En éliminant 
de ces équations le paramètre £, on en déduit l'équation de la tra- 
jectoire sous la forme y = f(x) ou F (z, y) = 0. Considérons le 
problème suivant. 


Proble me. Trouver la trajectoire et le pois d'impact d'un corps 
pesant lancé d'un avion se déplaçant à la vitesse horizontale pe à l'altitude yo 
(on peut négliger la résistance de l'air). 


Solution. Choisissons le système de coordonnées indiqué sur la figure 
75en supposant que le corps est largué de l'avion à l'instant même où il coupe 
l'axe Oy. Il est évident que le déplacement horizontal du corps sera un mouve- 
ment uniforme à vitesse constante vo: 


z = Vol. 
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Le déplacement vertical d'un corps tombant sous l'effet de la pesanteur s'expri- 
me par la formule: 
2 
s= KS à 
Par conséquent, la distance du corps à la terre à tout'instant sera exprimée par 
la formule 


2 
pme. 
Les deux équations 
= Vofs 
13 
Y= Yo -5 


seront les équations paramétriques de la trajectoire. 
Pour éliminer le paramètre t, nous tirons la valeur 
de t de la première équation, et nous substituons 


la valeurt=— dans la seconde équation. Alors 
l'équation dela trajectoire prend la forme: 


C'est l'équation d'une parabole dont le sommet est le point M (0, yo) ct l'axe de 
symétrie coïncide avec l'axe Oy. à 

Calcu!'ons la grandeur du segment OC. Désignons par X l’abscisse du point 
C ; remarquons que l'ordonnée de ce point est y = 0. En substituant ces valeurs 
dans la formule précédente nous avons: 


Ges X, 
d'où 
ER, A Zus 
X=% CR 


$ 17. Equations paramétriques de certaines courbes 


Cercle. Soit un cercle de rayon r dont le centre se trouve à l'origine des 
coordonnées (fig. 76). 
Désignons par ! l'angle formé par le rayon aboutissant à un point arbitraire 
M (x. y) de la circonférence et l'axe Or. On peut alors exprimer les coordonnées 
d'un point arbitraire de la circonférence à l'aide du paramètre £ de la manière 
suivante ` 
z=rcost, 
y=rsint, } Beie, 
Ce sont justement les équations paramétriques du cercle. Si nous éliminons de 
ces équations le paramètre £, nous obtiendrons une équation du cercle dans laquel- 
le entrent seulement les variables z et y. En additionnant ces équations paramé- 
triques après les avoir préalablement élevées au carré, nous trouvons: 


a2 + y? = r (cos t + sin? t) 
ou 87 
a Lvw —r. 


110 DÉRIVÉE ET DIFFÉRENTIELLE ICH. III 


Ellipse. Soit donnée l'équation de l’ellipse 


z? y? 
artist D 
Posons 
= a cost. (27) 
En substituant cette expression dans l'équation (1) nous trouvons 
y = b sin t. IC ) 
Les équations 
æ—acost, 
Sans äere @) 


sont les tions paramétriques de l'ellipse. 
Elucidons le sens géométrique du paramètre t. Menons de l'origine prise 
comme centre deux cercles de rayons a et b (fig. 77). Soit M (x, y) un point de 


Fig. 76 Fig. 77 


l’ellipse et soit B un point du grana cercle ayant la même abscisse que M. Dé- 
signons par t l'angle formé par le rayon OB et l'axe Oz. Il vient immédiatement 
de la figure 77: R 
z = OP = a cost [c'est l'équation (2’)), 

CQ = bsint. 


Nous concluons de l'égalité (2”) que CQ = y, c'est-à-dire que la droite CM est 
parallèle à l'axe Or. 

Par conséquent, dans les équations (2) rt est l'angle formé par le rayon OB 
et l'axe des abscisses. On appelle parfois l'angle £ angle d'excentricité. 


Cycloïde. On appelle cycloïde la courbe engendrée par un point situé 
sur une circonférence qui roule sans glisser sur une droite (fig. 78). Supposons 
que le point mobile M de la circonférence se trouve au début du mouvement 
à l'origine des coordonnées. Déterminons les coordonnées du point M après 
que la circonférence a pivoté d'un angle t. Désignons par a le rayon de cette cir- 
conférence. On voit de la figure 78 que 


z = OP — OP — PB, 
mais comme la circonférence roule sans glisser 
OB — MÈ — at, PB = MK —asint. 
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Par conséquent, 
z = at — a sin t — a (t — sin t). 


Or, 

y = MP = KB = CB — CK = a — a cos t = a (i — cost). 

Les équations ` 
Se EE @) 

y =a (i — cost), 

sont les équations paramétriques de la cycloïde. Quand £ varie de 0 à 2x, le 

point M décrit un arc de la cycloïde. 


Fig. 78 


_ Eliminons le paramètre £ de ces équations afin de déterminer la dépendance 
directe existant entre y et z. La fonction y = a (1 — cos t) admet sur le segment 
0 <t< 7x une fonction inverse: 

a—y 


{= arc cos —, 
a 


En substituant cette expression de t dans la première des équations (3) nous 


trouvons : 
CET) Š GH 
Z=—= a arc cos A —asin {arc co 


z—aarc cos — Van — y pour 0 <z < ma. 


On voit directement de la figure 78 que pour na e Ze Ze 


z—2ra— (aare cost Vë . 


Remarquons que la fonction 
æ—a(t—sint) 

admet une fonction inverse qui ne s'exprime pas à l'aide de fonctions élémen- 
taires. 

Remarque 1. L'exemple de la D montre qu'il est parfois plus 
aisé d'étudicr les fonctions et les courbes données sous forme paramétrique que 
sous la forme de la dépendance directe: y de x ou z de y. 

Astroïde. On appelle astroïde la courbe dont les équations paramétri- 
ques sont les suivantes: 


e W 
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En élevant les deux membres de ces équations à la puissance PA et en les addition- 
nant membre à membre nous en déduisons la dépendance directe entre y et z: 


2 2 2 
z3 4y? =a’ (cos? t+ sin? t), 
ou 


z Lë =a". (5) 


Nous verrons par la suite (voir § 12, chap. V) que 
cette courbe a bien la forme représentée sur la 
figuro 79. Cette courbe peut être définie comme 
la trajectoire décrite par un point d'une cir- 
conférence de rayon 7 roulant sans glisser sur 
une autre circonférence de rayon a (le petit 
cercle reste constamment à l'intérieur du grand) 
(voir fig. 79). 


Remarque 2. Notons que les équa- 

tions (4) et (5) ne définissent pas qu'une seule 

fonction y = f (z). Elles définissent deux fonctions continues sur le ent 

—a < z < +a. L'une d'elles ne prend que des valeurs non négatives et l'autre 
que des valeurs non positives. 


Fig. 79 


§ 18. Dérivée d'une fonction donnée sous forme paramétrique 
Soit une fonction y de z donnée par les équations paramétriques : 


z= 9, } stet 1 

Supposons que ces fonctions sont dérivables et que la fonction 
x = ọ (t) admet une fonction inverse £ = ® (x) également dérivable. 
Dans ce cas la fonction y =f (x) définie par les équations paramétri- 
ques peut être considérée comme une fonction composée: 


y =Ņ (t), td 


où € est une variable intermédiaire. 
D’après la règle de dérivation des fonctions composées on a: 


Va = Yita = Y () D, (2). (2) 


Il résulte du théorème relatif à la dérivation des fonctions inverses 
que; 


r 1 
"e 
En reportant cette expression dans la formule (2) il vient: 
- __ VO 


x 


em 
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ou 
vi. (XXI) 
T 


Cette formule permet de calculer la dérivée y% de la fonction para- 

métrique, sans connaître explicitement la dépendance entre y et z. 

Exemple 1. La fonction y de z est donnée par les équations paramé- 
triques : 

z=a cost, 

y=asint, 


} (O0<t<n). 


Calculer la dérivée ZS. 1) pour £ quelconque ; 2) pour =. 


Solution. 
, _ (asint) ` oeot _ 
1) y eeneg" ~ —asint ~T 08t: 
, Ee 
2) Wa, 8 = —ctg 7 1. 


Exemple 2. Trouver le coefficient angulaire de la tangente à la cycloïde 
z =a (t — sin t), 

y = a (1 — cost) 
en un point quelconque (0 < t < 2n). 


Solution. Le coefficient angulaire de la tangente est égal en chaque 
point à la valeur de la dérivée y’ en ce point, c'est-à-dire 


vi 
=T 
"TS 
Mais 
z; =a (1—cos t), y,=asint. 
Par conséquent, 
Deg geng a CL 
Fast aaen V2 "VS: 


Ainsi, le coefficient angulaire de la tangente à la cycloïde cst égal en chaque 
point à tg (5-5) , Où test la valeur du paramètre correspondant à ce 
point. Mais cela signifie que l'angle o formé par la tangente et l’axe des z 
est égal à E (pour les valeurs de £ comprises entre— et n)*). 


+) En effet, le coefficient angulaire est égal à la tangente de l'angle a for- 
mé par la tangente à la courbe et l'axe Ox. C'est pourquoi 


D t 
e (3-7) 
n t n t : 
eta = z — y pour les valeurs de t telles que z g el compris entre 0 et x. 
8—1162 
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$ 19. Fonctions hyperboliques 


Dans de nombreuses applications de l'analyse mathématique 
on rencontre fréquemment les combinaisons des fonctions exponen- 


tielles telles que Ki (e= — e-*) et 4 (e* + e-*). On considère ces 


combinaisons comme de nouvelles fonctions que l’on note comme suit: 


(1) 


La première de ces fonctions 
est nommée sinus hyperbolique, la 


Fig. Bu 


seconde cosinus hyperbolique. Ces deux fonctions permettent d'en 


définir deux autres th z = ch? et cth z = chr. 
chz shz 
ef SE e * 
th z = Eege tangente hyperbolique, 
e" Le 
x 1 7x (1) 
cth z = SE cotangente hyperbolique. 
e —e 


Il est évident que les fonctions sh z, ch z, th z sont définies pour 
toutes les valeurs de z. Toutefois la fonction cth rest définie par- 


tout à l'exclusion du point z = 0. 
Les graphiques des fonctions hyperboliques sont représentés sur 


les figures 80, 81, 82 
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Il résulte de la définition des fonctions hyperboliques sh x et 
ch z [formules (1)] que nous venons de donner des identités analo- 
gues à celles que vérifient les fonc- 
tions trigonométriques : 


ch? z — sh? x = 1, (2) 
ch (a + b) = cha ch b + sh a sh b, 
(3) 
sh (a + b) = sh a ch b ++ ch a sh b. 
(3°) me me mm e en 
En effet. 


zs). 
4 


Remarquons que 
e4 et 


ch (a + b) = 2 


nous trouvons: 
a —a b —b a —a b 
bachi E EE 
2 2 2 2 


4 


a+b —a—b 
EE DR A 
2 
On démontre d une manière analogue l'identité (3). 
L'expression « fonctions hyperboliques » est due au fait que les 
fonctions sh ż et cht tiennent dans les équations paramétriques de 
l'hyperbole 
H zs! 


le même rôle que les fonctions sin t et cos t dans les équatiois para- 
métriques du cercle 
2 +yÿ = 1. 


En effet, en éliminant le paramètre £ entre les équations 
z = cost, y —sint 
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on trouve: 
D + y? = cog t + sin? t 
ou 
a + p? = 1 (l'équation du cercle). 
De même, les équations 
æ=cht, y=sht 


sont les équations paramétriques de l'hyperbole. 


Fig. 83 Fig. 84 


En effet, en élevant au carré les deux membres de ces équations 
et en retranchant la deuxième de la première, on trouve: 


am = ch? t — sh? 1. 


Puisque l'expression figurant au second membre est égale à 
l'unité en vertu de la formule (2), on a en définitive: 


E =l, 


c'est-à-dire l'équation de l'hyperbole. 

Considérons le cercle d'équation z? + y? = 1 (fig. 83). Dans les 
équations x = cos {, y = sin £ la valeur numérique du paramètre £ 
est égale à l'angle au centre AOM ou au double de la surface S du 


secteur AOM, puisque t = 2S. 
Indiquons, sans le démontrer, que le paramètre £, qui entre dans 


les équations paramétriques de l'hyperbole 
t = ch t, y = sh t, 


est aussi numériquement égal au double de la surface du « secteur 
hyperbolique » AOM (fig. 84). 


§ 20] DIFFÉRENTIELLE 117 


Les dérivées des fonctions hyperboliques sont données par les 
formules : 


(ha) =chz, (thx) — NN 
1 (XXII) 
eh a =shz, (cthz = —— 
sh“ z 


qui découlent directement de la définition des fonctions hyperboli- 
x -x 


; e*—e 
ques; par exemple, pour la fonction sh z = 5 nous avons: 


ZE wt AM x -x 
ehay = (=) z=. te =chz. 


$ 20. Différentielle 
Soit y = f (x) une fonction dérivable sur le segment la, b]. On 


a défini la dérivée de cette fonction au point z du segment la, bl 
par la relation: 


, Ay 
lim = = 
im f (x) 


Le rapport = pour Az — 0 tend vers un nombre déterminé H (x), 


et, par conséquent, diffère de la dérivée f’ (x) d’une quantité infini- 
ment petite: 


Ap 
E (el Lo 


où a — 0 quand Az — 0. Multiplions tous les termes de cette éga- 
lité par Az; nous avons: 


Ay = P (z)Az + œAx. (1) 


Puisqu'en général f’ (x) 0, le produit f’ (x) Ar est, pour z constant 
et Az variable, une quantité infiniment petite du même ordre que 
Ac quand Az — 0. Par contre, le produit aAÂzx est toujours une quan- 
tité infiniment petite d'ordre supérieur par rapport à Az, puisque 


TE 1e 

Ax+0 Är  Ax-0 
Ainsi, l'accroissement Ap de la fonction y se compose de deux ter- 
mes: le premier [pour f’ (z) 0] est appelé la partie prin- 
cipale de l'accroissement, c'est une fonction linéaire de 
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Az. On appelle différentielle le produit f’ (z) Ax et on le désigne par 
la notation dy ou df (x). 

Ainsi si la fonction y = f (z) admet une dérivée f’ (x) au point x, 
on appelle différentielle de cette fonction et l’on note dy 
le produit de la dérivée f’ (x) en ce point par l'accroissement de la 
variable indépendante Ar: 


dy = f (x) Az. (2) 
Calculons la différentielle de la fonction y = x. Dans ce cas 
y = (x) =i, 


et, par conséquent, dy = dx =- Ar ou dr = Ae, Ainsi, la diffé 
rentielle dde la variable indépendante x 
sidentifie avec son accroissement As, L'éga- 
lité dr — Ar aurait pu être prise pour définition de la différentielle 
de la variable indépendante, et l’exemple précédent montre bien que 
cette définition ne contredit pas la définition générale de la diffé- 
rentielle d’une fonction. Pour tous les cas la formule (2) peut être 
mise sous la forme: 


dy = f' (x) dx. 
Mais il vient de cette relation que 
WER? 


Par conséquent, la dérivée To peut être consi- 
dérée comme le rapport des différentielles 
de la fonction et de la variable indépen- 
dante. 

Revenons à l'expression (1) qui d’après (2) peut être récrite com- 


me suit : 
Ay = dy + aÂx. (3) 


Ainsi, l'accroissement de la fonction diffère de la différentielle de 
cette fonction par une quantité infiniment petite d'ordre supérieur 
par rapport à Az. Si f’ (x) = 0, alors a«Âx est aussi un infiniment 
petit d'ordre supérieur par rapport à dy et 


DE ee E = 1 
Ax=+0 dy Ax>0o f (x) Az ax0 f (z) 


C'est pourquoi, on use fréquemment dans certains calculs numéri- 
ques de l'égalité approchée 

Ay = dy, (4) 
ou sous forme explicite 


Í (z + Ax) — f (2) ~ f' (2) As, (5) 


ce qui simplifie les calculs. 
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Exemple 1. Trouver la différentielle dy et l'accroissement Ay de la 
fonction y = r°: 

1) pour des valeurs arbitraires de z et de Az; 

2) pour z = 20, Az = 0,1. 

Solution. 1) Ay = (z + Az} — 2% — 2z Ar + Art, 

dy = (2?) Az = 2z Az. 
2) Si z — 20, Az = 0,1, alors 
Ay = 2-20-0,1 + (0,133 — 4,01, 
dy = 2-20-0,1 = 4,00. 

L'erreur commise en remplaçant Ay par dy est égale à 0,01. Dans de 
nombreux cas on peut l’ eue insignifiante par rap- 
port à Ay -= 4,01 et la néglige: Az 

Le problème considéré e illustré par la figu- KEE 


re 85. 


Pour les calculs numériques on utilise éga- 
lement l'égalité approchée qui découle de (5) 


f(x + Ar) ~ f (z) + f' (à) Az. (6) 


Exemple 2. GE = sin z, alors f’ (x) = 
= cos z. Dans ce cas l'égalité approchée (6) devient : T 


sin (x + Az) = sin z + cos z Az. (7) Fig. 85 


7 
: 
p 
S 


Calculons la valeur approchée de sin 46°. Posons z= =, Ar= (ge, 


46° = 45° +1 = + 
En reportant dans (7) nous avons : 


sin 46° = sin (Z +750 sl sin + + z 


4 
ou 


sin 46° = SE EE GE ven EES -0,0175 = 0,7194. 


Exemple 3. eo = 0, Az = a dans la formule (7), on a l'éga- 
lité approchée 
sina = a. 


Exemple A Si f (z) = tg z, nous avons en vertu de la formule (6) 
l'égalité approchée : 


tg (z + Az) = tests, 


pour z = 0, Az — a nous avons: 
traza. 


Exemple 5. Si f (z) = We, vient de la formule (6): 
Eer ed 1 
-+ Az Az 
Vz4 ETF 
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Posant z—1, Ar—a@ on a l'égalité approchée : 
EST 1+4 a. 


Le problème de calcul de la différentielle est équivalent à cel 
de la dérivée, puisque en multipliant cette dernière par la diffé- 
rentielle de la variable indépendante, on obtient la différentielle 
de la fonction. C’est pourquoi la majorité des théorèmes et formules 
relatifs à la dérivée sont valables pour la différentielle. Par exemple: 

La différentielle de la somme de deux fonctions différentiables u et 
v est égale à la somme des différentielles de ces fonctions: 


d (u + v) = du + dv. 


La différentielle du produit de deux fonctions différentiables u et 
v est donnée par la formule : 


d (uv) = u dv + v du. 
Démontrons, par exemple, la dernière formule. Si y = uv, alors 
dy = H dx = (wv' + vu’) dr = uv’ dr + vu’ dz, 


v' dx = dv, H dx = du, 


mais 


d où 
dy = u dv + v du. 


D'une manière analogue on pourrait démontrer également d'au- 
tres formules, par exemple, celle de la différentielle du rapport 
de deux fonctions: 


vdu —u dv 
ar x 


Voici quelques exemples de calcul de la différentielle. 


si =, alors dy = 
v 


1 
Exemple 6. vs, dy=2tgz -ziz dr. 


—— 1 1 
Exemple 7. y= VTF Logz, MATE = 
Déterminons la différentielle d'une fonction composée. Soit : 
y =f (u), u=@(x) ou y = fl (xl. 
En vertu de la règle de dérivation des fonctions composées 
d e 
T= fu (u) p (2). 


Par conséquent, 
dy = fu (u) Ẹ (z) dz. 
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Mais ei (x) dr = du, d’où 
dy = P (u) du. 

Ainsi, la différentielle d'une fonction composée s'exprime de la 
même manière que si la variable intermédiaire u était une variable 
indépendante. En d'autres termes, la différentielle d'une fonction 
Í (x) ne dépend pas du fait que x est une variable indépendante ou une 
fonction d'une autre variable. Cette propriété importante de la diffé- 
rentielle qui consiste dans l’invariance de la différentielle sera large- 
ment utilisée par la suite. 

Exemple 8. Soit la fonction y=sin z. Calculer dy. 

Solution. Mettons cette fonction sous la forme d’une fonction composée 

=sinu, u—#Ÿ/z, 
nous trouvons : 


1 
dy = cos dz; 
S "au 


mais À dr=du, on peut donc écrire 


ERIC 
P dy=cosudu et dy=cos(V/x) d( V2). 


$ 21. Interprétation géométrique de la différentielle 
Considérons la fonction 


y = f (2) 


et la courbe correspondante (fig. 86). 
Prenons sur la courbe y = f (z) un point arbitraire M (x, y) et 
menons la tangente à la courbe en ce point. Désignons par o l'an- 


Fig. 86 Fig. 87 


gle *) que cette tangente forme avec l'axe des x positifs. Donnons 
à la variable indépendante z un accroissement Az; alors, la fonction 


*) En supposant que la fonction f (z) a une dérivée finie au point z, on 
aart, 
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subit un accroissement Ay = NM,. Aux valeurs z + As, y + An 
correspond sur la courbe y = f (x) le point M; (z + Az, y + Ay). 
On déduit du triangle ANT que 


NT = MN tga; 
puisque 
tea =f (z) MN = Arz, 
alors 
NT = f' (x) Az; 


mais en vertu de la définition de la différentielle f’ (x) Az = dy. 
Ainsi, 
NT = dy. 


Cette dernière égalité exprime que la différentielle de la fonction 
Í (x) correspondant aux valeurs x et Ar est égale à l'accroissement de 
lordonnée de la tangente à la courbe y = f (x) au point x donné. 
Il vient directement de la figure 86 que 
M,T = Au — dy. 
D'après ce qui a été démontré antérieurement nous avons: 
M,T 


Ar quand Az—0. 


Il ne faut pas penser que l'accroissement Au est toujours plus 
grand que dy. Ainsi, sur la figure 87 
Ap = M,N, dy = NT, mais Ay < dy. 


§ 22. Dérivées de différents ordres 


Soit y = f (x) une fonction dérivable sur le segment Io, bl. Les 
valeurs de la dérivée f’ (x) dépendent généralement de z, en d'autres 
termes la dérivée f (z)est aussi une fonction 
de x. En dérivant cette fonction nous obtenons la dérivée seconde 
de la fonction f (x). 

La dérivée de la dérivée première est appelée dérivée du second 
ordre (dérivée seconde) ou dérivée d'ordre deux de la fonction initiale; 
on la désigne par le symbole y” ou f” (x): 

y = y)" =f (2). 
Ainsi, si y = z*, alors 
H = bai: y" = (52) = ZU, 


La dérivée de la dérivée seconde est appelée dérivée du troisième 
ordre (dérivée troisième) ou dérivée d'ordre trois; on la désigne par le 
symbole y” ou f” (x). 
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Plus généralement, on appelle dérivée du n'è"e ordre (dérivée 
nîème) ou dérivée d'ordre n de la fonction f (x) la dérivée (du premier 
ordre) de la dérivée d'ordre (n — 1); on la désigne par le symbole 


y™ ou f™ (z): 
y™ = (YPY = f (2). 
(L'ordre de la dérivée est mis entre parenthèses pour éviter toute 


confusion possible avec l’exposant indiquant la puissance à laquelle 


cette fonction est élevée.) 
On désigne également les dérivées d'ordre quatre, cinq, etc., 
à l'aide des chiffres romains: ylV, yV. ot, ... Dans ce cas. il est 
inutile d Na les parenthèses. Par exemple, si y — 2, alors 
4 EK v SE HIN = nä — 120r. yY = DÉI = 
120. y = y” =: = 0. 


Exemple 1. Soit donnée la fonction y = ekx (k — const). Trouver 
l'expression générale de la dérivée d'ordre n. 


Solution. y’ = kekx,y" =- Mex, ,.., Hp — En ebx, 
p 
Exemple 2. y = sinz. Trouver Gm, 
Solution. 
= CO ZT — sin (z 14) 
H: S zj’ 


ae SE EEN n 
y"-: —sinz-—sin (=: 25) A 
y" == — cos z =sin (=- } 35) ; 


y'V -sin z =sin (= +44) g 


On obtient d'une manière analogue les formules donnant la 
dérivée niè"e de certaines fonctions élémentaires. Le lecteur calcu- 
lera facilement la dérivée nième des fonctions y = zb, y = cos x, 
y = Log z. 

Les règles indiquées dans les théorèmes 2 et 3 du $ 7 peuvent 
être aisément étendues au cas général des dérivées d'ordre n. 

En particulier, nous trouvons les formules: 


(u + uv) = Em (Cu) = Cut). 


Nous allons établir la formule (dite formule de Leibniz) qui 
permet de calculer la dérivée niè"e du produit de deux fonctions 
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u (x) v (x). Pour obtenir cette formule calculons successivement les 
dérivées premières afin d'établir la loi générale qui donne la dérivée 
d'un ordre quelconque n: 


y = uv, 

H = uv vu, 

y = uv p uv + uv + uv” = u"v + äu + ug, 

y" = u"v + uv’ + 2u"v' Lä + u'v" + uv" = 
= uv Läd + äu + uv”, 

HIN = ulVy + 4u"v + Gu + Ave + w. 


Nous voyons que la loi de formation des dérivées est valable pour 
les dérivées d'ordre quelconque et s'énonce ainsi ` il faut développer 
l'expression (u + v)” par la formule du binôme de Newton et rempla- 
cer dans le développement les exposants de u et de v par les ordres 
correspondants des dérivées; en outre, les exposants zéro (u? = 
= P = 4) qui entrent dans la composition des termes extrêmes du 
développement doivent être respectivement remplacés par les fonc- 
tions u ou v (c'est-à-dire par les « dérivées d'ordre zéro »): 


y= (uy ™ = u™y + nu ty + 


+ Le Le e SS 1) vin" +...+ uw), 


C'est précisément la formule connue sous le nom de formule de Leibniz. 

La démonstration rigoureuse de cette formule est basée sur la 
méthode d’induction (c'est-à-dire, en supposant que la formule est 
vraie pour l’ordre n, on démontre qu'elle l'est encore pour l’ordre 


n + í). 


Exemple 3. y=ea*z2, Calculer la dérivée vam. 
Solution. 


uim — aneax, v"=uV—,,,—0, 
Mini = gäere? + nan-leax.2r + SH an-2eax.2, 
ou | 
pin = ex janz? + 2nan-lz + n(n—1)an-3]. . 
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§ 23. Différentielles de différents ordres 


oit y = f(x) une fonction de la variable indépendante z. La 
différentielle de cette fonction 


dy = f' (x) dx 


est une fonction de z, mais seul le facteur f’ (z) dépend de z; le 
second facteur dx est l'accroissement de la variable indépendante z 
et ne dépend pas de la valeur de x. Puisque dy est fonction de z, 
nous sommes en droit de considérer la différentielle de cette fonction. 

On appelle différentielle seconde ou différentielle d'ordre deux 
d'une fonction la différentielle de la différentielle de cette fonction, 
on la note d'y: 

d (dy) = 


Déterminons l'expression de la différentielle seconde. En vertu de la 
définition de la différentielle nous avons: 


dy = If (x) dzl dx 


Puisque dz ne dépend pas de z, nous pouvons sortir dx de dessous 
le signe de la dérivation et nous avons: 


dy = f” (x) (x). 


Il est d'usage d'omettre les parenthèses quand on note le degré de la 
différentielle. Ainsi. on écrit dz? au lieu de (dr)? en ayant en vue 
le carré de dz; au lieu de (dz)? on écrit d, etc. 

De même, on appelle différentielle troisième ou différentielle d'ordre 
trois la différentielle de la différentielle seconde : 


By = d (dy) = If" (x) dl dz = f” (x) di. 

Plus généralement, on appelle différentielle niè"e ou différentielle 
d'ordre n la différentielle première de la différentielle d'ordre (n — 1): 
d'y = d(d" Wa DT (z) dx" TT dz, 

d'y= f™ (x) de”. (1) 
Les différentielles de différents ordres permettent d'exprimer les 


dérivées d'ordre quelconque sous forme du rapport des différentiel- 
les des ordres correspondants : 
dy, dy n) d'y 
= ES = Ké DÉI = — € 2 
fa TOs es POs (2 


Remarque. p faut noter, toutefois, que les formules (1) et 
(2) (pour n > 1) ne sont valables que dans le cas où z est une variable 
indépendante. En effet soit donnée une fonction composée 


y = F (u), u = ọ (3). (3) 
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Nous avons vu que la différentielle du premier ordre possède une 
forme invariante, indépendamment de ce que u est une variable 
indépendante ou une fonction de z 


dy = F; (u) du. (GO 


La seconde différentielle et les différentielles suivantes ne possè- 
dent pas cette propriété. 
En effet nous obtenons en vertu de (3) et (4) 


dy = d (F, (u) du). 
Mais ici du = e (x) dz dépend de z, de sorte que nous obtenons 
d'y = d (F; (u)) du + F; (u) d (du), 
ou 
dy = Fiu (u) (du) + Fa (u) du, où du= g" (2) (dx. (5) 
On trouve d'une manière analogue dy, etc. 
Exemple 1. Trouver dy et d?y pour la fonction composée 


y—sinu, u—V/z. 


Solution. 


dy =cos u À dr cos u du. 
2Vz 


Nous obtenons ensuite en vertu de la formule (5) 
d?y — — sin u (du)?! cos u d?u = — sin u (du)? | cos u-u” (dz)? = 


)? Idz)? + cos u (- RE ) (dei. 


= —Sinu ( 


1 
2Vz 


$ 24. Dérivées de différents ordres des fonctions implicites 
et des fonctions données sous forme paramétrique 


4. Montrons sur un exemple concret comment il faut calculer les 
dérivées de différents ordres des fonctions implicites. 
Supposons que la fonction implicite y de x est donnée par l’éga- 
lité: 
è y 
zty 1=0. (1) 
Dérivons par rapport à z les deux membres de cette égalité, en con- 
sidérant y comme SE de z: 


2y dy 
eg, = 
SC ? dz 
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d'où nous trouvons: 
dy br 
= ——. (2) 


dx ay 


Dérivons de nouveau cette dernière égalité par rapport à x (ayant 
en vue que y est fonction de z): 


Remplaçons ici la dérivée 4 par son expression tirée de l'égalité 


(2), nous avons: 


È x 
dy Ue VE 
e dg ` 


ou, après simplification : 
dy Vivah 
dê éy? ` 
Il vient de l'équation (1) que 
ay? + br = ois, 


et la dérivée seconde peut se mettre sous la forme: 


2. Calculons à présent les dérivées d'ordre supérieur d’une 
fonction donnée sous forme paramétrique. 

Supposons que la fonction y de x soit donnée par les équations 
Paramétriques suivantes : 


z= GI, 
ler, o 


où la fonction z = ọ (t) admet sur le segment La, TÌ une fonction 
inverse £ = Ọ (z). 
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Au $ 18 nous avons démontré que, dans ce cas, la dérivée a est 


donnée par la formule: 


EI 
dy d (4) 
de de 
dt 
Pour calculer la dérivée d'ordre deux CX dérivons (4) par rapport 
à x ayant en vue que ż est une fonction de z: 
EI EI 
dy ajaj ECH ECH ER (5) 
d? del de dt | dz | dz 
dé dt 


dy ZU dy Lë) dr d'y dy dx 


dt 


df d | d d dt dt \a) dt d d dë, 


unai p. = 


dt dt 
dt _ 1 
de de ` 
dr 
En substituant ces dernières expressions dans la formule (5) nous 
avons: 
dr dy dy de 


— —— — — 


dy dt d? dt dê. 
mg 3 
on 


On peut donner à cette dernière formule une forme plus compacte: 


dy vue 


d COR 
D'une manière analogue on peut trouver les dérivées 
dy d'y etc. 


dé’ ES 
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Exemple. Soit la fonction y de z exprimée par les équations paramé- 
triques suivantes : 


z—acost, y—bsint. 


p dy dy 
Calculer les dérivées n'a 
Solution. 
dr p 
gmet; Sa = acot; 
2y 
D =b cost; Z8 = —bsint; 
y "beer ` D . 
ds ~ Casin a 8t 
d?y _(—asint)(—bsin t)— (b cos t) (—a cos t) ` BS EES Së H 
dz? (—asin t)’ "o sint 


§ 25. Interprétation mécanique de la dérivée seconde 


La distance s, parcourue par un mobile animé d’un mouvement 
de translation, s'exprime en fonction du temps £ par la formule: 


s =f (i. (1) 


Comme nous l'avons déjà vu (voir § 1, ch. III), la vitesse v d'un 
mobile à un instant donné est égale à la derivée par rapport au 
temps de la distance parcourue : 


ds 
v= —. 2 
dt @ 
Supposons qu'à, l'instant ż la vitesse du mobile est égale à v. 
Si le mouvement n'est pas uniforme, pendant l'intervalle de temps 
At, compté à partir de l'instant ż, la vitesse variera et subira un 
accroissement Av. 
On appelle accélération moyenne, dans l'intervalle de temps At, 
le rapport de l'accroissement de la vitesse Av à l'accroissement du 
temps Af: 


On appelle accélération à l'instant donné la limite du rapport de 
l'accroissement de la vitesse à l'accroissement du temps quand ce 
dernier tend vers zéro: 


a= inae 


At+0 At 
9— 1162 
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en d autres termes, l'accélération (à l'instant donné) est égale à la 
dérivée de la vitesse par rapport au temps: 


mais puisque v = A alors 


(+) -E 
= &\a) aÊ’ 


c'est-à-dire que l'accélération du mouvement rectiligne est égale à 
la dérivée seconde de la distance par rapport au temps. Nous trou- 
vons de l'égalité (1): 

a = f" (t). 


Exemple. Trouver la vitesse v et l'accélération a d'un corps en chute 
libre si le chemin parcouru s s'exprime en fonction du temps € par la formule: 


s= git vot + to, (3) 
où g = 9,8 m/s? est l'accélération de l'attraction terrestre et so — 590 la valeur 
de s à l'instant t — 0. 

Solution. En dérivant (3) nous trouvons: 
ds 
v=- =8t+ vo; (4) 


il vient de cette formule que vo = (v)t=o- 
En dérivant de nouveau nous trouvons: 
dv dis 


o= an € 


Inversement, remarquons que si l'accélération d’un mouvement est constante et 
égale à g, alors la vitesse est donnée par la formule (4), le chemin parcouru par 
la formule (3) à condition que (v)tæo = vo et (s)r—0 = 80. 


$ 26. Equations de la tangente et de la normale. 
Longueurs de la sous-tangente et de la sous-normale 


Considérons la courbe d’équation 
y =Í Gi, 


Choisissons sur cette courbe un point M CG, yı) (fig. 88) et écrivons 
l'équation de la tangente à cette courbe au point M, en supposant 
que cette tangente ne soit pas parallèle à l’axe des ordonnées. 

L'équation de la droite passant par le point M et de coefficient 
angulaire k est de la forme: 


y — Yı = k (z — x). 
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hee 


Pour la tangente (voir § 3), 


k — f (z1), 
donc l'équation de la tangente est : 


y — yı =f (z) (£ — z). 
Très souvent on est amené à considérer, outre la tangente, la nor- 
male à la courbe en un point donné. 


Définition: On appelle normale à une courbe en un point 
donné la droite passant par ce point et perpendiculaire à la tangente 
en ce point. 

Il découle immédiatement de 
cette définition que le coefficient 
angulaire k, de la normale est lié 
au coefficient angulaire k; de la 
tangente par la relation: 


1 


huis 


n = HU 
t 


c'est-à-dire 

ka ss — — - ; 
f (z) 
Par conséquent, l'équation de la normale à la courbe 
y = f (x) au point M (x, y) est de la forme: 


Fig. 88 


1 
y — u= ec LE a). 
Í (2) 

Exem ple 1. Ecrire 1 maton de la tangente et de la normale à la 
courbe y = z3 au point M (1; 1). 

Solution. Comme y’ = 32°, le coefficient angulaire de la tangente est 
égal à (v's = 3. 

Par conséquent, l'équation de la tangente est : 

y — 1 = 3 (z — 1) ou y = 3z — 2. 

L'équation de la normale est : 


1 
y—i=—7(z—1) 


EE 
(voir fig. 89). 


La longueur 7 du segment QM (fig. 88) de la tangente, compris 
entre le point de tangence et l’axe Ox, est appelée longueur de la 
tangente. 

La projection du segment QM sur l'axe Oz, c'est-à-dire le seg- 
ment QP, est appelée la sous-tangente. On désigne par Sr la longueur 


9* 
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de la sous-tangente. La longueur N du segment MR est appelée la 
longueur de la normale et la projection RP de ce segment sur l'axe 
Oz la sous-normale. On désigne la longueur de la sous-normale par Sy. 


Fig. 89 Fig. 90 


Trouvons les expressions de T, Sr, N, Sy pour une courbe y = 
= f (x) en un point donné M (z1, y:)- 
Il vient de la figure 88 que: 
oP=lnegel=] 2-2], 
tga Yı 
d'où: 


Sr = d 


2 
+ ||. 
1 1 


On trouve également : 
2 PR=|ypteal=lyyil, 
d'où: 
Sy =| yyh 
N= Vi + (yy = lu Hi H yl. 

Ces formules ont été établies en supposant y > 0, y, > 0: 
cependant elles sont aussi valables dans le cas général. 

Exemple 2. Trouver l'équation de la tangente et de la normale, la 
longueur de la pate et de la sous-tangente, la longueur de la normale et de 


la sous-normale à l'ellipse : 
z =a cos t, y = b sin t (1) 


au point M (zt, yı) pour lequel po (fig. 90). 
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Solution. Il vient de l'équation (1) que 
dz ` Su, dy dp b . { dy 
———asint; ———bcost; = stef; SL 


U EL 
dt dt + 


Calculons les coordonnées du pnint de tangence M: 
. a b 
=(z = — = = gë 
Ti ( La V2 »s Yi Da Vë 
L'équation de la tangente est : à 


ou 
br ay— ab V2—0. 
L'équation de la normale est : 


b a a 
4 "Vë E Gel ` 
ou 
(az—by) V2—a3+b1—0. 
er longueurs de la sous-tangente et de la sous-normale sont respecti- 
vement 


+ 
V3 |, 
"Tast 


b b b3 
S = = = — 7. 
=y ( a a y2 
Les longueurs de la tangente et de la normale sont : 


b 
EEA Var. 


$ 27. Interprétation géométrique de la dérivée 
. du rayon vecteur par rapport à l'angle polaire 
Soit 
p = jf (6) (1) 
l'équation d’une courbe en coordonnées polaires. On a entre les 
coordonnées polaires et les coordonnées cartésiennes les relations: 


z= pcos, Hz pain, 
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En remplaçant dans ces dernières formules p par son expression en 
fonction de 6 tirée de l'équation (1) nous avons: 


x= f(8)cos6, 
y=f(6)sin6. } (2) 


Les équations (2) sont les équations paramétriques de la courbe 
considérée; le paramètre est ici l'angle polaire 6 (fig. 91). 

Désignons par ọ l'angle formé par la tangente à la courbe au 
point M (p, 8) et le sens positif de l'axe des z; nous avons: 


EH 
dð 
toste- 
dð 
ou 
f inë + pcos® 
de (3) 
| Ka eem 
Fig. 91 — cos — psin8 
dð 


Désignons par p l'angle formé par le rayon vecteur et la tangente. 
Il est évident que p = ọ — 9, 
tgp —tg8 


SESI keeten 
Remplaçons dans cette dernière formule tg @ par l'expression (3) 
et après transformation nous avons: 
Ip sin + pcos6)cos8 — (p cosf — p sin8) sing 


p 

ipu O SNT T PLoS COST mp COSY II OSINY Ee 

f (p' cos0 — p sin6)cos6 + (p’sin0 + pcos6})sinO p 

ou 

Po =p ctg p. (4) 
Ainsi, la dérivée du rayon vecteur par rapport à l'angle polaire 
est égale à la longueur du rayon vecteur multipliée par la cotangente 
de l'angle formé par le rayon vecteur et la tangente à la courbe au 


point considéré. 
Exemple. Montrer que la tangente à la spirale logarithmique 


— ef 
coupe le rayon vecteur sous un angle constant. 
Solution. Il vient de l'équation de la spirale: 
p = gef. 
En vertu de la formule (4) nous avons: 


ctg hl :=a, c'est-à-dire p = arc ctg a = const. 
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Exercices 
Trouver la dérivée des fonctions en se servant de la définition de la dérivée : 
S 1 1 
1. y—28. Rép. Ae, 2. =. Rép. -i 
- 1 1 1 
3. = éi Ré D Ge 4. = ° Ré (Se. rg e 
rh P 2Vz d Vz d 2z Vz 


5. y=sin?2z. Rép. 2sin z cos z. 6. y =2r2?—z. Rép. 4r—1. 
Trouver les tangentes des angles formés par les tangentes aux courbes et 

l'axe des z positifs : 

7. y=2$, a) Pour z—1. Rép. 3. b) Pour z——1. Rép. 3; construire le 
graphique. 


8. y=+. a) Pour z=4. Rép. — 4. b) Pour z=1. Rép. —1; faire le dessin. 


9. y= He pour z=2. Rép. XS? ; 
Calculer les dérivées des fonctions suivantes : 


10. y-=zt 3:26. Rép. y'—4z8+ 6z. 11. y =6z3—z3. Rép. y’ =1812— 2r. 


T5 z , Bei 
12. Wea b ab t Rép. = ECH h 
13. y= D+H © Rép. y’ EE 


14. neng — +. Rép. var À. 
45. y—=62/24420/2) 2r. Rép. y'=212%/2+ 1012 4.2. 


16. y= Var Vz+ TE. Rép. ven £ 


zyz 3a dr 
17. v- BS, Rép. y=ŽE ED f 
19. y=} 3—2 V3 -+5. Rép. VS V 
y= = Ee d Rép. ve E bag A gme 


20. 

21. y =(1 4x8) (1 -}- 2r?). Rép. y'=4z(1 + 3z-H 1073). 

22. y—x(27—1)(8z} 2). Rép. y'=2 (972? +z—1). 

23. y = (2r— 1) (z2?— 6z- 3). Rép. y’ = 6z?— 267. 12. 
, _ 42 Ch — z2 

24. veer, Rép, a, 


a—z Fe 2a 
25. y= Pe n Rép. y TE 
B GE ICH 
KO Wa bebe eer A Rép. ro =. 
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{s +4) ri -E+2(6+4) 
27. f(s)= Ed: Rép. f’ (s) = Gi 
__ æ3+2 ,_ 24— 278 Bei Ae +2 
Bug P eaa 
zP è ap- (p— m) z™ — pam 
au, Rép. ue E 
30. y—(271—3)?. Rép. y’ — 8r (2r3 — 
31. y= (z? --a)5. Rép. P 
= Vz? 4+a?. Rép. y’ 7 
y=(a+tzx) Va—z. Rép. Ve 
Lage 1 
e D Ré PEPE 
34 =z Vi —Zz P- KS — x) Mi 
2r3— 4 +421 
35. ER Ré ES ——— 
(ge Dr Va Va 
36. pf asi. Rép. y'= E 


3p Gier 


37. pc D LÉ alt, “Rép. v= (te) 


= 1 
v-h st z- V3. Rép. Nr 
2Vz+Vzt Vz 


1 
sch KR gege ge 1+— D 
Dee ( sc) 
y =sin? z. Rép. y’ —sin 2z. 
y =2sin z4- cœ 3z. Rép. y’ =2 cos z— 3 sin 3r. 
E 0 = 
y =tg (az-}-b). Rép. y = os {ar Fb) 
=IFosz' PP ES 
y =sin 2z.cos 3x. Rép. y’ = 2 cos 2x cos 3z = 3 sin 2z sin’ är, 
y=ctg? 5z. Rép. y’ = — 10 ctg 5r cosec? Ar, 
y =tsin t-} cost. Rép. y’ =t cost. 
y=8sins t cos t. Rép. y’ =sin? t (3 cos? t—sin? t). 
An in 2z 
= cos 2z. Rép. y' = — LEnS 
EE WEE 
Ku 


= . a HD P Gu ` KA Ki 
- r=a sin? +. Rép. r,=asin? 3 COS. 


TERRES 2r cosz+sin? z (tg ttes) 
R : 


= z + Rép. y'= — z? sin? z 


ICH. 


DI 
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z\2 Se nat z 
50. v=a (1—cos 5) . Rép. y = 2a sinÿ cos. 
5i. y=4 tgz. Rép. y’ =tgzsec?z. 52. y= Log cos z. Rép. y'= —tg x. 


53. y= Log tgz. Rép. v= 54. y = Logsin? z. Rép. y’ =2 ctg z. 


_ tgz—1 ii 
55. y = . Rép. y’ =sin z-} cos z. 
1-Fsin Ee 
56. y= iep ma. Rép. y oz" 


57. y—Logtg Liz) . Rép. = . 


58. y= sin (z 4-a) cos (z-a). Rép. y’ = cos 2 (z-a). 
59. f (z)=sin (Log z3). Rép. F (a= coe (Log 2) S 


60. f(#)=tg(Logz). Rép. (el BEES. 

61. f(z)=sin (cos z). Rép. f’ (x) — —sin z cos (cos z). 
62. rt g—tept e, Rép. Zeg 

63. f(x) —(zcigz)?. Rép. f’ (x)= 27 ctg z (ctg z— z cosec? z). 
64. y= Log (az+b). Rép. VTT: 
65 
66 


y = loga Lä LU. Rép. VTT EH 


EE , __ 2 
, y= ee , Rép. äert EC e 


67. y— logs (z?— sin z). Rép. y'= TETE 


- Az 
68. y= Logi i GC © Rép. H =; 


z „_2z+1 
69. y= Log (z? + z). Rép. y Ars 
2— 
70. y= Log(z3—2z-}-5). Rép. rs 
71. y=z Logz. Rép. y’= Log z-}1. 72. y= Log? z. Rép. y =? =. 


1 


73. y= Log (z+ Vi F z3). Rép. VAE 
74. y= Log (Log cl, Rép. V= 
7. p= E. Rép. ils, 
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76. f(x) = Log VE. Rép. Ilres 


eye Va aog VEEE Rép. y'= 
78. y = Log (z T 
79.y = — 
80. y = 


GES tg2z-Logcosz. Rép. vr Lee, 


83. y = 


86. y = 


87. y — ac $Z. Rép. y'= S 


89.r—al°88, Rép. 


Vart+z 


atg Log tg -5 2° Rép. v= inz 
sinz 4 }-sin?z 
Zoor" MP Vräassgc: 


e4x+5, Rép. y’ —4etxts, 


H 


Va 


(CH. mt 


82, y—enx, Rép. y’—aen*, 


84. y =a? Rép. 2z a*? Log a. 
85.y— 742%, Rép. y'—2(z+1)7*%123 Log 7. 
gif Rép. y'= — 270%? Loge, 


dr at ° Loga 
dë 


90. y—e*(1— zx). Rép. y’—e*(1—2r— 71). 


91. 


93. 


94. 
95. 


96. 
97. 


99. 
101. 
102. 
103. 


104. y =z% *, Rép. pin = 


D 


x x 


fé Eaa 
rt PTT 


i- E- 
Sie °). Rép. y'= 5 (te °). 


y— esinx Rép. y'= esinx cos z. 

y-=a'8 "3, Rép. y’ =—nat8 "* sec? nz Log a. 
y=eS% sin z. Rép. y’==e°%% (cos z—sint z). 
y —= ex Log sin z. Rép. y’ =e" (ctg z + Log sin z). 
98. y=zneãn X, Rép. y’ = zn- ein (n 4 z cos z). 


y =zx*. Rép. y’ =z" (Log z +1). 100. jar. 


1 


nn ELO, Rép. y’ =z E 3—1 Log z?. 


y= 


së. Rép. y'= e” (1 + Log as, 


D 88. r= 


ex 
2 y=Le Tex 


Rép. y'= 


= (GI Rép. y' =n (=) KZ (1 + Log +) $ 


(== simz 


+ Log z cosz) . 


105. y= (sin z)”. Rép. (sin z)* (Log sin z+ z ctg z). 


a. Rép. r’ =a? Loga. 


Rép. v= F 
À (=s), 
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106. fain z)t8*, Rép. y'= (sin z)'8* (1 + sec? z Log sin z). 


1—ex , 2e 1 
vente PP VE TE ie 
1-Hex 
108. y= sin MI, Rép. y'= — 8 VI » Log 2. 


DRIESCH 
109. y—10* 4%, Rép. y'=10*tE* Log 10 Let së 


cos? z )- 
Calculer la dérivée des fonctions après les avoir logarithmées : 


3+1 a WC +7) f1, Ze 2 
nv HE, np ve RE (ter) 


114. y= LIESER. Rép. y'= ETC 


EC | Ve 
2 
X LZ +7 5-5 es 
(2+1) „__ (z414) (5214 14r4+5) 
mue re E er 
_— Veir e — 16122 + 480z — 211 
MU Tape CV VT" oye Pye- y ye 
114. y= A L. Rép ve SES, 
Se nf 
115. y = z5 (a -+ 3r)S(a—2r)2. Rép. y’— 5x4 (a+ 3r)2 (a — 2x) (a8—+ 2az— 1273), 
416. y =arc sin =. Rép. nt 
a Va 
117. y=(arcsinz)t. Rép. v- 


Ze 
118. y=arctg(z3+1). Rép. VIe: 


Rép. y'= 


2z 2 
119. y=arctg Te: ESCH 


E 
120. y= 23), Rép. y'= — =. 
y =arc cos (z?) p. H ViA 
== — Z? 
piga ee pja E a, 
z z2 V/1—2 


. z+1 1 
= D Ré A ? = e 
122. y =arc sin Lë D. y ESCH 


123. y=z Var—pararesin?. Rép. y =2 VS, 
124. y= Va z paarcsin +. Rép. VV. 
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v+a R du 


125. u —arc tg iw p- N EEF H r s 
1 si EH 
18. vg WEE ER 


° e ZE 
127. y—zarcsinz. Rép. y’—arc sin z+ —, 
V1—2 


128. f()—arccos(Log z). Rép. }'(z)= TE | 


Cos z 


129. f(x) =arcsin V/sinz. Rép. f’ Or ZVaus 


130. y —arc tg V Tr e n). Rép. v=4. 


earctex 
— parc tg x Des 
131. ET . Rép. y'= ER 


ex —e x 8 H 
132. y—arctg SCC Rép. y =p 
133. p-— SI äi x Rép. y ee LZ A ME Log z d 


V1—zi 
-+4 dans leier et le 4€ quad 
134. y — arc sin (sin z). Rép. y ‘test Se j Se Ge is 3e Series 


4sinz 4 
135. y=arc t8 375er" PP VE Sc 
P s 2a3 
136. y =arc tg — et Sc Rép. VE x: 


Ss 1 +z 1 = z? 
137. SE —g are tgr. Rép. y = TA ° 
SE 


5 
L + Log 1 1-} z3--arc tgz. SE y'= Apa: 
si z+i 


1 
139. y= > Lo E 
3 Bee? 773%" V3 
NA V2+2 | were = V2 Rép. = iv? 


138. y= 


140. y= Lo mes SC CES (ES 
Sp —1 2n |z |n 
141. y = arc cos Ze? Rép. rm) 


Dérivation des fonctions implicites 
d S 
Calculer Z, si : 
zT 


142. up — Are, Rép. Ze 143. ep Lu, Rép. EE 


144. b?z3 |-aty?— oäbä Rép. a _— —. 
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d 2a 
145. yS — 3y + 2az = 0. Rép. EETU 
1 1 1 F = 
2:5 GE? dy _ H 
146. Lu sg, Rép. Ces + 
EE Ae d 37 
3, 3 3 LE LA 
147. z” +y =a". Rép. Ces Se 
168. yt—2zy-Hbt=0. Rép. Dh. 


dy _ay—z? 


149. zS —+-y5— 3ary — 0. Rép. de yi—ez d 


Se dy ` gnis ta 
150. y =cos (z-4-y). Rép. ds ESCHER TEY) 
2 dy __1+y sin to 
151. cos (zy)= z. Rép. de F z sin (av) 
Trouver a pour les fonctions données sous forme paramétrique : 

se dy E 

152. z—acost, y—bsint. Rép. d ~ a Le 

153. r—a(t—sint); y =a (1— cost). Rép. Yagi. 

154. z=a cost; y=bsin3 t. Rép. L= gr. 


Sat . at dy 2 
155. eet VETE: Rép. TLE: 


156. u =2 Log ctg s, v =tg s+ ctg s. Montrer que a tg 2s. 
Trouver les tangentes des angles de pente des tangentes aux courbes : 


v3 


157. z=cost, y—sint au point set Vs Faire le dessin. 


158. z=2 cost, y =sint au point z—1, = Faire le dessin. 


1 
Rép. ——— 
P RO 


159. r—a(t—sint), y =a (1 —cos t) pour EE Faire le dessin. Rép. 1. 
160. z=-a cos? t, y—asin®t pour EE Faire le dessin. Rép. —1. 


161. Un corps lancé dans le vide sous un angle o avec l'horizon décrit sous 
l'effet de la pesanteur une trajectoire (parabole) dont les équations para- 


métriques sont ` z= (vo cos æ) t, y = (vo sin a) t— ZE (g=9,8 m/s?). Pour 
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Het vo—50 m/s, déterminer la direction du mouvement aux ins- 
tan 
1) t=2 3; 2) t=7 8. Faire le dessin. 


SE 1) tg pr = 0,948, qi = 4330" ; 


= —1, Z 1347’. 
che les différentielles des fonctions suivantes : 
162. y = (a?— 2216, Rép. dy = —10z (a3— r1)4 dz. 
zdr 
163. y= V1+71. Rép. dy = — JIE TR 


164. y = tg r-H tgz. Rép. dy =seci z dz. 


165. y = SS + Log (1—z). Rép. dE. 
ie les accroissements et les différentielles des fonctions : 

166. y—2r3—zx pour z=1, Az—0,01. Rép. Ay =0,0302, dy =0,03 

467. Soit y—z+2z. Calculer An et dy pour z——1, Ar—0,02. 
Rép. Ay—0,098808, dy =0,1. 

168. Soit y—sinz. Calculer dy pour EE SECH Rép. dy= 
—0,0873. 

169. Connaissant sin e KA 866025 ; cos Be calculer la valeur 


approchée de sin 60°3” i sin 60°18’. Comparer les résultats obtenus avec 
les données des tables. BT: sin 69°3’ = 0,866461 ; sin 60°18” ~ 0,868643. 
170. Trouver la valeur approchée de tg 45°430". Rép. i 00262. 
171. Connaissant logo 200 —2,30103, calculer la valeur approchée de 
logio 200,2. Rép. 2,30146. 


Dérivées de différents ordres 
172. y =3z9 —2z? --5z— í. Calculer y”. Rép. 187 —4. 


12 
173. TË z3. Calculer y”. Rép. Hs 


174. de Calculer ve. Rép. 61. 


175. y=T.. Calculer y”. Rép. AE. 

176. y= Vai—zi. Calculer y”. Rép. — GE g 
177. y=2 VS, Calculer y®. Rép. E 

178. y—az%+bz-|-c. Calculer y”. Rép. 0. 

179. f (z)= Log Le 1). Calculer fY (z). Rép. -pr 


180. y—tgz. Calculer y”. Rép. 6secê z— 4 sec? z. 
181. y= Logsin z. Calculer y”. Rép. 2 ctg x cosec? z. 
182. f (z)= V/8ec 2z. Calculer f(x). Rép. f" (z)= 3 [f (2)}5—f (2). 


EXERCICES 


183. y — 


z3 IV 4! 
Er Calculer f°" (x). Rép. A: 


8 
184. psc Calculer St. Rép. An 


EE a wt" à. Calculer A3. Rép. E 
186. y— cos az. Calculer ont. Rép. an cos (a+ Val R 
187. y—a*. Calculer vi, Rép. (Log a)” o, 
—4)1 

188. y= Leet Lal, Calculer omg, Rép. pi QD. 
189. y =4—7. Calculer yen. Rép. 2(—1n-—"l 

Tuer . Rép. Trami: 
190. y—e*z. Calculer vm. Rép. e* (z+ n). 
191. y =zn-1 Log z. Calculer vm. Rép. tou 


192. y =sin? z. Calculer vn. Rép. —2m™1 cos (2+4 n). 


193. y =zsin z. Calculer vm. Rép. zsin Liz n) —n COS (+5 n) ! 


194. Si y =e* sin z, démontrer que y”— 2y’ + 2y =0. 
d?y 4a? 
195. y3 =4az. Calculer ——7 SÉ Rép. ST 


gë ba Ais 
196. b?z3 + a3y3 —abt. Calculer SE eu. Rép. Weg — 


197. z2+y%=rt. Calculer +. Rép. 7. 


198. y3— 2ry =0. Calculer 3. Rép. 0. 


199. p=tg(p+p). Calculer LA Rép. ae a 


TE, Rép. Er, 


200. sec p- 


(1 —extv) (ex —et) 


201. <+z=e+y. Calculer PE. Rép. GESIG 


202. vc 3ary =0. Calculer TZ . Rép. — 


203. z—a(t—sint), y =a (1 —cos t). Calculer D, Rép. — 


204. z=acos 21, y =bsin? t. Montrer que EY a 
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Es Ee d3y 3 cos t 
205. z—acost, y =a sint. Calculer KS Rép. le TTC 8 
drn dn 
206. Montrer que LE (shz)=shz; ri (sh z)=ch z. 


Equations de la tangente et de la normale. Lon- 
gueurs de la sous-tangente et de la sous-normale 


207. Former l'équation de la tangente et de la normale à la courbe y= z3— 
—3z2?—z+5 au point M (3.2). Rép. La tangente 8r—y—22=0; 
la normale z-} 8y —19—0. 

208. Trouver l'équation de la tangente et de la normale, la longueur de la sous- 

tangente et de la sous-normale au cercle z?+y?—r? au point M Le, y). 

Rép. La tangente zz;4+-yyı=r?; la normale z;yy—mr—0; Sr— SS S 

S N=|z L 

Montrer que le sommet de la parabole y®—4px coupe la sous-tangente en 

son milieu et que la longueur de la sous-normale est constante et égale à 

2p. Faire le dessin. 


210. Trouver l'équation de la tangente au point M (zı yı): a) à l’ellipse 
2 2 2 2 
tt Rép. +4; b) à l'hyperbole Ze Ze =1. Rép. 


S 


ZIL RN: —1 
a? E "" 


211. Trouver l'équation de la tangente et de la normale à la courbe y= 


D au point où z=2a. Rép. La tangente z4 2y=4a; la nor- 
male y—2r— 3a. 
212. Montrer que la normale à la courbe 3y—67—5:$, menée au point 


M D 3) , passe par l'origine des coordonnées. 


213. Montrer que la tangente à la courbe (GI UI menée au point 
M (a, b) est + F2. 
214. Trouver l'équation de la tangente à la parabole y? — 20z pi forme un 


angle de 45° avec l'axe Oz. Rép. y = z + 5 [au point (5, 10)). 

215. Trouver les équations des tangentes au cercle z? + y? = 52 qui sont 
parallèles à la droite 2x + 3y = 6. Rép. 2z + 3y + 26 = 0. 

216. Trouver les équations des tangentes à l'hyperbole A — 9y3 — 36, qui 
sont perpendiculaires à la droite 2y + 5z = 10. Rép. Il dy en a pas. 

247. Montrer que les portions de la tangente à l'hyperbole zy — m comprises 
entre les axes de coordonnées ont pour milieu le point de tangence. 

2 2 2 

218. Montrer que les portions de la tangente à l'astroïde z°-+y—=a? com- 
prises entre les axes de coordonnées ont une longueur constante. 

219. Sous quel angle se coupent les courbes y=a* et y==b*? Rép. tga= 

Log a — Log b 


=TIFLoga-Logb ` 


220. 


> 


R 


S 


N 


8 


231. 
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Trouver la longueur de la sous-tangente, de la sous-normale, de la tan- 
gente et de la normale à la cycloïde z=a (0—sin 6), y =a (1— cos 0) 
au point pour lequel dÉ? Rép. Sr=a; Sn=a; T =a V2; N =a V2. 
Calculer Sr, Sn, T et N pour l'astroïde z—4acos®t, y-—4asin?t. 
Rép. Sr=|4asinttcost|: Sn=| áa ee ; T=éasintt; N= 
=| 4a sin? ter 


Problèmes divers 
Calculer les dérivées des fonctions : 


sin z 1 n z S 1 
V=Zcœz Z 288 (5-5) sB eg EN 


{4 1 
=arc sin —. Rép. y’ = ———. 
S e "TTT 


y=arcsin(sinz). Rép. y'= Tesa] : 


nr Mn | VA M uz)G>0 8>0) 


Pë 1 
Rép. y'= Toz 


D x ZE 
g=1z|l. Rép. y Sizi 


y=arcsin Hië, Rép. Hat 


z 1 
lzi Wi ` 


. Il ressort des formules is Lou et s—4xr? pour le volume et La sur- 


3 
face de la sphère que Des. Expliciter la signification géométrique de 


ce résultat. Trouver une relation analogue entre la surface du cercle et 
la longueur de la circonférence. 


Dans le triangle ABC le côté a s'exprime en fonction des deux autres 
côtés b, c et de l'angle À qu'ils forment par la formule a= 
== V b2-} c3— 2bc cos A. Quand les côtés b et c sont constants, le côté a 
est fonction de l'angle A. Montrer que D ha où ha désigne la hau- 
teur du triangle correspondant à la base a. Expliquer ce résultat 
à l’aide de considérations géométriques. 


Utilisant la notion de différentielle expliquer la Ee des for- 
mules approchées VA Fret, Fastbrat, où |b| est un 
nombre petit par rapport à a. 


La période du pendule est égale à 7:-1/1/g. Quelle influence 
sur l'erreur de calcul de la période 7 exercera une erreur de 1% lors de la 
mesure : 1) de la lungueur du pendule ! ; 2) de l'accélération de la pesan- 


teur g? Rép. 1) = 1/2 % ; 2) 1/2 %. 


10- 1162 
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232. La tractrice a la propriété qu'en chacun de ses points le segment de tan- 
De T conserve une valeur constante. Démontrer cela en utilisant : 
) l'équation de la tractrice sous la forme 


a— HS 

a+ Va— À 

2) les équations paramétriques de la courbe 
æz=a(Logtgt/2+cost), y=asint. 


233. Démontrer que la fonction y=Cie-*+ C2 vérifie l'équation v + 3y’ + 
+2y—0 (C, et C2 désignent ici des constantes). 


234. Démontrer les égalités y"—2z et z” = —2y, si y—e*sinz, s—e* cosz. 


235. Montrer que la fonction y—sin (m arc sin z) vérifie l'équation (1 — z2) X 
xX y” —zy' + my =0. 


z=V2 +5 Lg @>0); 


v 
z 2 
236. Démontrer que si (a +b) "=z, alors Te (22-41) è 


Chapitre IV 


THÉORÈMES RELATIFS AUX FONCTIONS 
DÉRIVABLES 


$ 1. Théorème relatif aux racines de la dérivée 
(théorème de Rolle) 


Théorème de Rolle. Si la fonction f (x) est continue 
sur le segment la, bl, dérivable en tout point intérieur du segment et 
s'annule aux extrémités de ce segment [f (a) = f (b) = 0], alors il 
existe au moins un point intermédiaire x = c, a < c < b, où la déri- 
vée f (x) s'annule, c'est-à-dire f' (c) = 0 *). 

Démonstration. La fonction f (x) étant continue sur le 
segment Io, b], elle atteint au moins une fois sur ce segment sa borne 
supérieure M et sa borne inférieure m. 

Si M = m, la fonction f (x) est constante, c’est-à-dire que pour 
toutes les valeurs de z la fonction a une valeur constante f (x) = 0. 
Mais alors, en tout point du segment, nous aurons P (x) = 0 et le 
théorème est démontré. 

Supposons que M = m. Dans ce cas l'un au moins de ces nombres 
est différent de zéro. 

Supposons pour fixer les idées que M œ> 0 et que la fonction 
atteint sa borne supérieure M au point x = c, c'est-à-dire que 
f (c) = M. Remarquons, à ce propos, que c est distinct de a et de b, 
car en vertu de l'hypothèse f (a) = 0 = f (b); f (c) étant la borne 
supérieure de la fonction f(x), f (c + Az) — f (c) < 0 aussi bien 
pour Az positif que pour Az négatif. 

H en résulte que: 


GE <C pour Ar>0, AN 
[etaa 0 > 0 pour Are 0. (1°) 
D 


Etant donné que les conditions du théorème impliquent l’exis- 
tence de la dérivée au point z = c, nous avons en passant à la limite 
pour Az—> 0: 


lim EAD CT. feo pour Ar>0, 


Aas Az 
lim fG+ A2 —jQ _ ; ()>0 pour Ar<0. 
Ax-0 Az 


*) Le nombre c est appelé racine de la fonction ọ (z) si ọ (c) = 0. 


10* 
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Mais les inégalités f’ (c) < 0 et f’ (c) > 0 ne sont compatibles 
que dans le cas où f’ (c) = 0. Par conséquent, nous avons prouvé 
l'existence d'un point c intérieur au segment Io, b] tel qu’en ce 
point f’ (x) s’annule. 

Le théorème de Rolle admet une interprétation géométrique 
simple: si une courbe continue ayant une tangente en chaque point 


Fig. 92 Fig. 93 


coupe l'axe Ox aux points d’abscisses a et b, il existe sur cette courbe 
au moins un point d abscisse c, a < c < b, tel que la tangente en ce 
point est parallèle à l'axe Or. 


Remarque 1. Le théorème reste valable pour une fonction 
dérivable qui ne s’annule pas aux extrémités. du segment [a, b], 
mais prend en ces points des valeurs égales f (a) = f (b) (fig. 92). 
Dans ce cas la démonstration est identique à la précédente. 


Remarque 2. Si f(x) est une fonction telle que sa dérivée 
n'existe pas en certains points de l'intervalle ouvert (a, b), alors le 
théorème peut cesser d'être vrai (c'est-à-dire que dans ce cas il 
peut ne pas exister sur l'intervalle fermé [a, b] un point intermédiai- 

re c où la dérivée f’ (x) s'annule). 
D Par exemple, la fonction 


v=f()=1 -ý d 
(fig. 93) est continue sur le segment [—1, 1] 


et s'annule aux extrémités du segment; 


I 
2 V S toutefois, la dérivée 


2 
3V z 
ne s’annule pas à l'intérieur de ce segment. Cela provient du fait 


qu'à l’intérieur de ce segment il existe un point z = 0 où la dérivée 


n'existe pas (elle devient infinie). 
Le graphique représenté sur la figure 94 donne également un 
exemple de fonction dont la dérivée ne s’annule en aucun point du 


segment IO, 2]. 
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Les hypothèses de validité du théorème de Rolle ne sont pas 
non plus remplies pour cette fonction, car au point x = 1 la dérivée 
n'existe pas. 


$ 2. Théorème des accroïssements finis 
(théorème de Lagrange) 


Théorème de Lagrange. Si la fonction f (x) est con- 
tinue sur le segment la, b] et dérivable en tout point intérieur de ce 
segment, il existe alors au moins un 
point c, gece b, tel que 


f (b) — f (a) = f (ce) (b — a). (1) 


Démonstration. Désignons 


par Q le nombre 1010 , C’est-à- 
dire posons 
oU ft), (2) 


b—a 
Considérons la fonction auxiliaire 
F (x) définie par l'égalité : 
F (x) = f (z) — f (a) — (x — a) Q. (3) 
Dégageons la nature géométrique de la fonction F (x). Pour cela, 
formons, tout d'abord, l'équation de la corde AB (fig. 95) en ayant 


f (b)— f (a) 
b—a 


en vue que son coefficient angulaire est égal à = Q et que 


cette corde passe par le point (a; f (a)): 


y — Í (a) = Q (x — a), 


y = Í (a) + Q (z — a). 


Mais F (x) = f (x) — If (a) + Q (£ — ol Par conséquent, pour 
chaque valeur de x, F (x) est égale à la différence des ordonnées de 
la courbe y = f (x) et de la corde y = f (a) + Q (x — a) pour les 
points de même abscisse z. 

On voit aisément que .F (x) est continue sur le segment Ía, bl, 
dérivable dans (a, b) et s’annule aux extrémités de cet intervalle, 
c'est-à-dire F (a) = O et F (b) = 0. Par conséquent, les conditions 
de validité du théorème de Rolle sont remplies pour cette fonction. 
En vertu de ce théorème, il existe un point z = c à l'intérieur de ce 
segment tel que 

F" (ei = 0. 


Mais 
F' (z) = f' (z) — Q. 


d'où 
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Donc, 
F (=f) — Q =0, 
d'où 
Q =f (o. 
En substituant cette valeur de Q dans l'égalité (2) nous avons: 
O= f, Ve 


d'où l'on déduit immédiatement la formule (1). Ainsi, le théorème 
est démontré. 

Pour dégager la signification géométrique du théorème de La- 
grange reportons-nous à la figure 95. D'après cette figure, on voit 


que la grandeur ICT 


corde passant par les points A et B d'abscisses a et b du graphique 
et l'axe positif des x. 

D'autre part, f’ (c) est égal à la tangente de l'angle que forme la 
tangente à la courbe au point d’abscisse c et l'axe positif des x. 
Ainsi, l'égalité (OU) (ou l'égalité équivalente Ou peut être interpré- 
tée géométriquement de la manière suivante : si la courbe admet une 
tangente en tout point de l'arc AB, il existe alors un point C entre À 
et B tel que la tangente en ce pointest paral- 
lèle à la corde AB. 

D'autre part, puisque c vérifie la condition a < c < b, alors 
c—a<b—aou 


est la tangente de l'angle o que forme la 


c — a = 8 (b — a), 


où 6 est un nombre positif compris entre 0 et 1, c'est-à-dire 
LE <1. 


c =a + 0 (b — a) 


et l’on peut mettre la formule (1) sous la forme: 
f (b) — f (a) = (b — a) f' la + 0 (b — a), 0<6<1. On 


Mais alors, 


§ 3. Théorème de Cauchy 
(rapport des accroissements de de fonctions) 


Théorème de Cauchy. Soient f (x) et ọ (x) deux fonc- 
tions continues sur le segment [a, bl, dérivables dans (a, b) et soit 
Q (x) telle que o (x) ne s'annule en aucun point de (a, b); il existe 
alors un point x = c à l'intérieur de la, bl, a < c < b, tel que 


f&—1@ _ FO. 7 
ei ai di 
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Démonstration. Définissons Q par l'égalité: 
ẹ (b) — ọ (a) 

Remarquons que ọ (b) — ọ (a) = 0, car dans le cas contraire ọ (b) 
serait égale à œ (a), ce qui entraînerait, en vertu du théorème de 
Rolle, que ọ' (z) = 0 en un point intérieur du segment, ce qui con- 
tredit les conditions du théorème. 

Formons la fonction auxiliaire: 

F (£) = f (z) — f (a) — Q lọ (x) — + (a)l. 


Il est évident que F (a) = O et F (b) = 0 (cela découle de la 
définition de la fonction F (x) et du nombre Q). Notons que pour la 
fonction F (x) les hypothèses de validité du théorème de Rolle sont 
remplies. Nous pouvons donc conclure qu’il existe un nombre c entre 
a et b (a< c< b) tel que E (c) = 0. Mais E (z) = f' (x) — 
— Op (x), par conséquent, 


F" (c) = f' (c) — Oe (c) = 0, 


"(c 
g- IR. 

g (c) 

En substituant cette valeur de Q dans l'égalité (2), nous avons 
l'égalité (1). , 

Remarque. Le théorème de Cauchy ne peut être démontré, 
comme on pourrait être tenté de le croire, en appliquant le théorème 
de Lagrange au numérateur et au dénominateur de la fraction 

(H — ii 
p (b) — ọ (a) 
En effet, en procédant de cette manière, nous obtiendrons (après 
avoir simplifié la fraction par b — a) la formule 
i—i _ LG, 
pb)—œ(a) e Loi 
où a<cı <b, a << Co b. Mais comme, en général, c; £ ©, ce 
résultat ne permet pas d'obtenir le théorème de Cauchy. 


d'où 


$ 4 Limite du rapport de deux infiniment petits 
(vraie valeur des indéterminations de la forme 5) 
Soient f (x) et ọ (x) deux fonctions définies sur le segment Io, b] 


satisfaisant aux conditions du théorème de Cauchy et s’annulant au 
point x = a de ce segment, c’est-à-dire f (a) = 0 et ọ (a) = 0. 
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Le rapport I = z) n’est pas défini au point x= a, mais en tout autre 


point za, c'est une quantité bien déterminée. C'est pourquoi 
nous pouvons nous proposer de trouver la limite de ce rapport 
quand z — a. Le calcul de limites semblables s'appelle «calcul de la 


vraie valeur des indéterminations de la forme D: on dit aussi: 


« lever l’indétermination de la forme T ». 
Nous avons déjà eu affaire à un problème de ce genre, lors de 


l'étude de la limite lim Re et du calcul des dérivées de certaines 


Sall 


e ; A . sinz 
fonctions élémentaires. L'expression 


n'a pas de sens pour 


x = 0, en d’autres termes, la fonction F (z) = = n’est pas définie 
sin x 


en ce point, mais nous avons vu que la limite de l'expression 


pour x — 0 existe et est égale à 1. 


Théorème (règle de L'Hospital). Soient f(x) et 
w (x) deux fonctions satisfaisant aux conditions du théorème de Cauchy 
sur un certain segment la, bl et s'annulant au point x = a, c'est-à-dire 


f (a) = ọ (a) = 0. Si, en outre, la limite du rapport CL La existe 


quand x — a, alors lim LEL existe et 
za P (x) 


E lim LO 
x—+a eis E Ei (2) ` 
Démonstration. Choisissons un point x a arbitraire 


sur le segment [a, b). En appliquant la formule de Cauchy, nous 
avons: 


f@—{(@) CO 
et gid ef 


où E est un point compris entre a et x. Mais par hypothèse 
f (a) = q (a) = 0, par conséquent, 
1@ _1®. oi 
pt) ($) 
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Si z — a, E tend également vers a, puisque E est compris entre 
, r 


x et a. En outre, si lim i ke = À, lim L d existe et est égale 
à À. Par conséquent, il ‘est évident que ER 
to ue EI uge Ee E 
za p(z) sp (Et) SC PE) +94 
et en définitive: 
im © Jim @ 
x+a pa) — na g (2) ` 


Remarque 1. Le théorème est valable également dans le 
cas où f (z) et ọ (z) ne sont pas définies au point x = 
= a, mais 


limf(x)=0, lim ọ(z)=0. 
x—>a x+a 
Ce cas se ramène sans difficulté au précédent si l'on définit 


les fonctions f (x) et q (x) au point x = a de sorte qu'elles soient 
continues en ce point. Pour cela, il suffit de poser 


f(a)=limf(s)=0 pe) = lim g (z)=0, 
tl x—>a 
tœ) S 


dépend pas de la valeur de f (x) et de q (x) au SC x ss d. 


Remarque 2. Si f’ (a) = e (a) = 0 et si les dérivées f’ (x) 
et oe (x) satisfont aux conditions requises pour la validité du théorè- 
me, nous pouvons appliquer de nouveau la règle de L’'Hospital au 


puisque évidemment la limite du rapport ——, quand x + a, ne 


rapport £ e A nous en déduisons, par conséquent, la formule 


ri n ra 
myo a ee 


Remarque 3. Si e (oi = 0, Gem f (x) + 0, le théorème 
peut être appliqué au rapport inverse <= ` Ge 


LI tend vers l'infini. 
p(x) 


, qui tend vers zéro pour 


z— a. Par conséquent, le rapport 


Exemple 1. 


sin 5z =lim (sin 5z)’ zia 5 cos 5z 5, 
x-0 3z est (3z) st 3 3 
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Exemple 2. r 
lim Les) EC 
x0 z sf í 1 
Exemple 3. 
ET jmn Eea im et jeter. 2 0 
x0 Z—Sinz x0 1—C0Z +0 inz x0 COST 1 


Nous avons dû appliquer ici trois fois de suite la règle de L’Hospi- 
tal, puisque le rapport des dérivées premières, secondes et troisièmes 


conduit à l’indétermination g Dout Sr 0. 


Remarque A La règle de L'Hospital peut également être 
appliquée dans le cas où 


lim f(x) =0 et lim p(x) —0. 
ob 00 xo 


1 
En effet, posons x = KS nous voyons que z —+ 0 quand z — œ 


et, par conséquent, 


1 1 
li DËS li DË? 
e Z ar H 


de 


Appliquons la règle de L'Hospital au rapport , nous trou- 


> 
? 2 
vons: 
dl Is 
E TE Gë 
elle (NT) 
D z À 
1 
Cle 
She ~L = lim L, 
2—0 (EN zsm p (x) 
We 
ce qu'il fallait démontrer. 
Exemple 4. 
. k k 1 
sin — k cos — ee k 
lim = lim I = lim k cos — =k. 
x= X-»00 = EN z 
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§ 5. Limite du rapport de deux infiniment grands 
(vraie valeur des indéterminations de la forme s) 
Considérons à présent le problème de la limite du rapport de 


deux fonctions f (x) et q (x) tendant vers l'infini quand z — a (ou 
quand z —> co). 


Théorème: Soient f (x) et ọ (x) deux fonctions continues et 
dérivables en tout point xz a au voisinage du point a; la dérivée 
ge (x) ne s'annule en aucun point de ce voisinage et, en outre, 


lim f(z)= œ, limg(x) = co. 
x—>a x—>a 


Si la limite 
ite i (1) 
2+a Q (2) 
existe, alors la limite lim AIS m ) existe également et 
JE — pe LI 2 4, (2) 


x>a (z) seg (1) 


Démonstration. Choisissons deux points arbitraires o 
et z dans le voisinage du point a de sorte que a < x < a (ou a < 
<zx<a). En vertu du théorème de Cauchy nous avons: 


f() —f@) _ Cie | 
pa) —œla) ee 


où oe ce x. Transformons le premier membre de l'égalité (3): 


(3) 


_ Œ) 
ta-o 0 ___1@, (2) 
gid geil p); io 
q (x) 
Nous déduisons des relations (3) et (4): 
f (œ) 


10 JI _ 19 


eid plz) 4—42) 
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D'où nous tirons: 


1—20 

1@ _fQ el. e 
zi eg: Tei 
Ta 


Il vient de la condition (1) que, pour e > 0 arbitrairement petit, 
on peut choisir o suffisamment voisin de a pour que l'inégalité 


FO ajc 
g (o 


> 


ou 
a-e [O 
e 


soit satisfaite pour tous les x = c, où a << c << a. Considérons en- 
suite la fraction 


<A+e (6) 


1—20 
ọ (2) ` 
1—40 
Í (2) 


Fixons o de sorte que l'inégalité (6) soit satisfaite et faisons ten- 
dre x vers a. Puisque f (x) —> œ et ọ (z)— œœ pour z — a, alors 


1—20 
lim BI _ 4, 
nie ees fœ) 

f(x) 


et, par conséquent, pour tout e œ 0 préalablement choisi, nous 
aurons pour tous les x suffisamment voisins de a 


_ P(e) 
1—— 96 
II 


ou 


1—ec— 2O cite Wi 
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Multiplions les termes correspondants des inégalités (6) et (7), nous 
avons: 


_ (a) 

vuan. E 2 < (4p H e), 
eng, I 
DÉI 


et en vertu de l'égalité (5) 
(A—e)(i de SE <(A+e) (1 +0). 


e étant arbitrairement petit quand zx est suffisamment voisin de a, 
nous déduisons de ces dernières inégalités que 


BEE 
x+a ọ (z) 
ou en vertu de (1) 
dim JI E EI 4, 
00 290 
c.q.f.d. 


Remarque 1. Si dans les conditions (1) on pose À =, 
c'est-à-dire si 
lim LP. 


sa € (2) 


l'égalité (2) reste valable dans ce cas également. En effet, il vient 
de la relation précédente : 


= DO 


lim T (x) =Q. 
x—>a f (x) 
Alors, d'après le théorème que nous venons de démontrer, 
imt — Vo EI 0. 
x+a f(x) x>a f(x) 


d'où 
lim ZE _ 
x+a p(x) 


Remarque 2. Le théorème peut être aisément étendu au 
css où z— oo. Si les limites lim f (z) = œ, lim (x) = œ et 
X+ x-0 
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lim CD 


existe, alors 
20 P'(1) 


im TI — pe Ti e 
eo p(z) SC g (2) ` 
On démontre cette proposition en effectuant le changement de va- 


riables z = t , de même que dans le cas de l'indétermination de la 


forme > (voir $ 4, remarque 4). 


Exemple 1. 


lim Lui an KI = Je LES 
nem ZE æ (z) 1 


Remarque 3. Attirons une fois de plus l'attention sur le 
fait que les formules (2) et (8) ne sont valables que si la limite (fi- 
nie ou infinie) du second membre existe. [l peut arriver que la limite 
du premier membre existe, tandis que la iimite du second membre 
n'existe pas. Voici un exemple. Soit à calculer la limite: 


lim x+ sinz . 
x T 
Cette limite existe et est égale à 1. En effet, 
hao eOe ji (1 pome sns) 4 
xm x Sr 
Mais Le rapport des dérivées 
(c+sinz) __1+cosz 
c) 1 
ne tend vers aucune limite quand z — oo, car il oscil'e entre 0 et 2. 
Exemple 2. 


= À +cosxz 


lim azii b Tiin ne 
X—00 Ka été z c 
Exemple 3. i 
sm DI vu CHERS í cost3z ` 
ga igir Hg 3 = ] ous — 
x x cos? 3z x 
_g 4 2-3cos3rsin 3z ` cos3r . sin 
= Wach? 2 cos z sin z Ha cz li a Sinz 
x>-7 BE ++ 
_ ww 348 Lu at GA 
SE sinz () "o m 7> 
ed? 


Sal LIMITE DU RAPPORT DE DEUX INFINIMENT GRANDS 459 


Exemple 4. 
z 1 
lim — = lim —=0. 
%-+00 e" x=» e 
En général, pour tout entier n >0 
in = in lt EE A 


X—0 e" x= ex X—+0 


Les autres cas d'indétermination que l’on note symboliquement : 
a) 0-œ; DO c) œ% d) 1”; e) œ — oœ 


se ramènent aux cas précédents que nous venons d'étudier. Expli- 
citons ces notations symboliques. 
a) Etant donné que lim f (x) = 0; lim ọ (z) = oc, on demande 
xa ZZ 


de calculer la limite 


Haff (9-9 (2). 


C'est une indétermination de la forme 0-00. 
Mettons cette expression sous la forme: 


lim (DG, tal Due 1 
Ki à 
ou 
fl ein D. 
f = 
quand z — a nous avons une indétermination de la forme Fe ou = s 
Exemple 5. 
1 
Lim zn-Log z= lim LEE wet niim E 
x0 1 x0 __" sa À 
En anti 


b) Etant donné que 
limf(z)}—0, limọ(z)=0, 
x—+a x—+a 
on demande de calculer la limite 
TC we 
x—+a 


ou, en d’autres termes, de lever l'indétermination de la forme Os. 
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Posons ` 
y= ar. 
Prenons le logarithme des deux membres de cette expression: 


Log y = ọ (x) [Log f Goal, 
Quand z — a nous avons (à droite) une indétermination de la forme 
Oo. Connaissant lim Log y, on détermine aisément lim y. En 


xa 
effet, en vertu de la continuité de la fonction logarithmique, 
lim Log y = Log lim yet si Log lim y = b, alors il est évi- 


dent que lim y Be? Si en particulier b = 4 œ ou —, nous 
aurons respectivement lim y = + œ ou 0. 

Exemple 6. Soit à calculer lim z. Posons Haf nous trouvons 
Log lim y— lim Log y = lim Log (x*) = lim (z Log z) ; 


1 
lim (z Log x) = lim Logz =lim =— lim z=0, 
ell Sal IZ. CZE x—0 
z z2 
par conséquent, Log lim y =0, d'où limy—e0=—1, c'est-à-dire 
lim =i. 
x0 


On trouve d’une manière analogue les limites dans les autres cas d’in- 
détermination. 


§ 6. Formule de Taylor 


Supposons que les dérivées de la fonction y = f (x) existent 
jusqu’au (n + 1)" ordre inclus dans un certain voisinage du 
point z = a. Cherchons un polynôme y = P, (x) de degré non su- 
périeur à n, dont la valeur au point x = a est égale à la valeur de 
la fonction f (x) en ce point, et dont les valeurs au point x = a 
des dérivées successives jusqu’à l’ordre n incius sont respectivement 
égales aux valeurs en ce point des dérivées correspondantes de la 
fonction f (x) 


P(e)=f(a), Pilz fiel, Pr(a)=f (0), 
…, PP (a) = f (a). (1) 


On peut s'attendre naturellement à ce que ce polynôme soit dans 
un certain sens « proche » de la fonction f (x). 

Cherchons-le sous forme d’un polynôme suivant les puissances 
entières de (x — a) et dont les coefficients sont indéterminés 


P, (x) = Co + Ci (x — a) + Cz (x — a}? + Cz (x — a} + .. 
- + Cn (x — a)”. (2) 
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Nous déterminons les coefficients Cr, C2, ..., Cn de sorte que 
soit satisfaite la relation (1). 
Calculons tout d'abord les dérivées de P, (x): 


PA (2) = Ci + 2C2(x — a) + 3C; (x — a}? + 
….+nCh(z—a)""!, 
Ph (2) = 21-C2 + 3-2C3(x — a) +... 
Laf Dote a)" ?, (3) 


P™ (2) =n (n — 1)... 3.1. Ca 
En remplaçant x par a dans les égalités (2) et (3) et (en vertu 
de l'égalité (1)) P, (a) par f (a), Pa (a) par f’ (a), etc., nous avons: 


Í (a) = Co 
Fia =C; 
fi = 2-10 
{P (@)=nnm—1)(m—2)...2-1.C,, 
d’où nous trouvons: 
Gt, Cf (0), Ge daf (or 
(4) 


1 rr 1 
Geen zë, Eug fo) 
EE der er O 


En subst tuant les valeurs des coefficients C1, C2, . . . Cn dans la 
formule (2), nous trouvons le polynôme recherché : 


P, (2) = e—a =a C> etat 


(z 


e- o DN 
KZ cw, EE 15. E (5) 


+ 


Désignons par R, (x) la différence entre la fonction f (x) et le poly- 
nôme ainsi construit P, (x) (fig. 96): 


Ra (x) = f (x) — Ph (x, 
d’où 

f (2) = Pa (x) + Ra (2) 
11—1162 
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ou plus explicitement 


ri, Til + == Er + Ee 


ee + Rf © 


On appelle R, (x) le reste. Pour toutes les valeurs de x telles que 
le reste est petit, le polynôme P, (x) 
donne une approximation assez bonne 
de la fonction f (2). 

Ainsi, la formule (6) permet de rem- 
placer la fonction y = f (x) par le poly- 
nôme y = P, (x) avec un degré de pré 
cision égal au reste R, (x). 

Le problème qui se pose maintenant 
est d'évaluer le reste R, (x) pour diver- 
ses valeurs de z. 

Ecrivons le reste sous la forme 


— a)" +1 
mD "ec HI, (OI 


où Q (x) est une fonction à déterminer. Mettons la formule (6) sous 
la forme: 


Fig. 96 R, (x) = eoo 


Fe) = 10 +r aE = r © +... 


a n) 6° 
LE Ed pr + EI Q (z2). (6°) 
Pour zx et a fixés, la fonction Q (x) a une valeur bien déterminée ` 


désignons-la par o 
Considérons ensuite une fonction auxiliaire de £ ( est compris 


entre a et x): 


F=f) — i — 2r o- FH ED vm 
BCE WT Der 
ez Ss fo Eesen Q, 


où Q est défini par la relation (DI: nous supposons que a et x sont 
des nombres bien déterminés. 
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KE 
Calculons la dérivée F’ (t): 


FOo=-rO+ ro E 


2 n—1 
KT "cx WE 


(n 
pr un ma n+1) GEELEN 
prey fi E EE 
ou après avoir simplifié : 
F= ED pt + ET a @) 


Ainsi, la dérivée de la fonction F (t) existe pour tous les points 
t voisins du point d'abscisse a (a<t<zxpoura<xzeta>t> 
> zx pour a > x). 
Notons, également, que [en vertu de la formule (6’)] 
F(x)=0, F(a) = 0. 
Donc, les conditions de validité du théorème de Rolle sont remplies 
pour la fonction F (t) et, par conséquent, il existe une valeur £ = E. 


comprise entre a et z, pour laquelle F’ (EI = 0. Nous en déduisons, 
en vertu de la n. (8): 


-i LZS finto) +E ES Q= 0, 
d'où 
GËT ec) 
En substituant cette Reeg an la formule (7) nous avons: 
(z— n+1) 
RB. (2) = 
QE, SS D GO parng, 


C'est la formule de Lagrange pour le reste. Puisque E est compris 
entre z et a, nous pouvons le mettre sous la forme *) 


£ =a + 8 (z — a), 


où 6 est un nombre compris entre 0 et 1, c'est-à-dire 0< 0 < 1; 
la formule qui donne le reste Soe 


(z — ai" n+1) 
Ra (2) = =— mI eoo y [a +8 (z — a 


+) Voir la fin du § 2 du présent chapitre. 
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La formule 


(lt EST (0 + ET À (+. 


e~ Z n) n+) ES 
LP AË Ee e Le Lëtz -—ail ` 


s'appelle formule de Taylor de la fonction f (2). 
Si dans la formule de Taylor on fait a = 0, on trouve: 


a 


Z fo ) + — a Sen Et genge 2), (10) 


où 6 est compris entre O et 1. Ce cas particulier de la formule de 
Taylor est connu sous le nom de formule de Maclaurin. 


$ 7. Développement des fonctions e", sin x, cos æ 
par la formule de Taylor 


1. Développement de la fonction f(x) = 
En calculant les dérivées successives de f (x), nous avons; 


fa = e, 1(0) 1. 
Tse, ` T'si 
mit e, POs. 
En substituant les expressions trouvées dans la formule (10) 
$ 6 nous avons: 


nti 
F=1+< 44. a had 


0<8<1. 


Si |z | < 1, alors, en prenant r = 8, on a pour le reste l'esti- 
mation suivante: 


1 Géi 
Rs<—3<10 ". 
a< al < 
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La formule obtenue en posant z = 1 permet de calculer la valeur 
approchée du nombre e: 


EE EE 


Si l’on effectue les calculs en prenant 6 chiffres *) après la virgule, 
puis, arrondissant le résultat, en conservant 5 chiffres, on trouve: 


e = 2,71828. 
Les quatre premiers chiffres après la virgule sont exacts puisque 
l'erreur n'excède pas le nombre = ou 0,00001. 


DI 
Remarquons que quel que soit x, le reste 
anti 
n = vn e quand po, 
(nr +1)! 


En effet, puisque 8 < 1, la quantité e?* est bornée, pour z fixé 
(elle est plus petite que e si z > 0 et plus petite que 1 si z < 0). 
Démontrons que pour tout z fixé 


Faha 
r rodi quand n — oo. 
n 
En effet, 
att | la ss, SE 
m+ 114123 C nnal 


Si z est un nombre fixé, il existe alors un entier positif N tel que 
IzI<N. 
Posons Ll = q; alors, compte tenu de ce que 0 < g < 1, nous 
pouvons écrire pour n = N +1, N +2, N + 3, ee: 


a Llsee 2 |- 
n+l 14 2.3  nn+1l 
EE ere. E 
1112113 N=1ÎÎN WPS 
T TITT T We n—N+2 
RAD a mA TE EE i 


°) Autrement l'erreur sommaire d’arrondi peut de beaucoup dé dans 
les calculs R, (ainsi, pour un nombre de termes à additionner égal à 10 l'er- 
reur peut atteindre 5-140-5). 
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P z 
NI? T Fe LG 
N—1 
Mais =D est une constante et, par conséquent, ne dépend pas 
de n; d'autre part, g"-N+2 tend vers zéro pour n — co. Donc, 
n 
lim a” = (1) 
nc (n + 1)! 


DH 
Par conséquent, R,, (z) = SEET tend également vers zéro pour 


n —+ co. 
Il ressort de ce qui précède que quel que soit z, nous pouvons 
calculer e" avec la précision voulue à condition de prendre un nom- 
bre suffisamment grand de termes. 
2. Développement de la fonction f(x) — 
== sin z. Calculons les dérivées successives de f (z) = sin z: 


Ta = sin T, f(0=0, 
f @)=cosz=sin(z+ z), f (0) =1, 


TC vins sin(z+25), TO 
F'@=—cosz=sin(z+34), f (0) = —1, 


Site. in zen sin (2+4 z) ; 1 (0) —0, 


CC] 


f(x) = sin TE f(0)=sinnZ, 


fn #9 (2) — sin [= + (n +1) z] , Ft) = sin Ẹ EEN d S 


En substituant les expressions trouvées dans la formule (10) 
$, 6, nous en déduisons le développement de la fonction f (z) = sin z, 
d après la formule de Taylor: 


n+1 
Lun CR z 
... + — sinn — + — 


r Eu 
nl 2 ifeto]. 
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Fig. 97 


Comme [sin [: + (n +1) z] 
tes les valeurs de z. 

Appliquons la formule ainsi trouvée au calcul de la valeur appro- 
chée de sin 20°. Posons n = 3, c'est-à-dire que nous ne considére- 
rons que les deux premiers termes du développement : 


3 
sinza =sinž m4 (2) = 0,342. 


< 1, lim R, (x) = 0 pour tou- 


9 31\9 


Evaluons l'erreur commise qui est égale au reste: 


| R= (£) sin & +2 <(5) + = 0,0006 < 0,001. 
> 97 a SW 4 
L'erreur commise est donc inférieure à 0,001, c'est-à-dire que 
sin 20° = 0,342 à 0,001 près. 

Les graphiques de la fonction f (x) = sin x et des trois premières 
approximations: 


Si(z) =7; S@)=2— F; S3 (2) =z— 


z’ 
Eé 
sont donnés sur la figure 97. 

A Développement de la fonction f(x) zs 
== COS 7. 

En calculant les dérivées successives de la fonction f (x) = cos z 
au point z = 0 et en les substituant dans la formule de Maclaurin 
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nous trouvons le développement : 
cosz = 1 — — + — —... + — cos 
n 


nti 


z n 
E 
DEER 


Dans ce cas également lim À, (x) — 0 pour toutes les va- 
nao 


leurs de z. 
Exercices 
Vérifier le théorème de Rolle pour les fonctions: 
1. y =z? — 3x + 2 sur le segment D, 2]. 
2. y = 2° + 52% Gr sur le segment [0, 1]. 
3. y = (z — 1)(z — 2)(x — 3) sur le segment [1, 3]. 
4. y = sin? z sur le EPEE IO, x]. 
5. La fonction f (z) = 4z? + z3 — 4z — 1 a pour racines 1 et —1. Trouver 
A la racine de la dérivée f’ (x), dont il est question dans le théorème de Rolle. 
6. Vérifier qu'entre les racines de la fonction y — Ñ 1° — 5s + 6 se trouve 
une racine de sa dérivée. 
7. Vérifier le théorème de Rolle pour la fonction y — cos? x sur le seg- 
ent [l-4 dë ls 
Fe s' Ta 
8. La pe —1— Ma s’annule aux extrémités du segment [—1, 1]. 
Vérifier a ne de de cette fonction ne s’annule en aucun point de 
l'intervalle ya —1, 1). Expliquer pourquoi on ne peut appliquer ici le théo- 
rème de Ro 
9. Composer la formule de Lagrange pour la fonction y = sin z sur le seg- 
ment Lou, z2l. Rép. sin z3 — sin zı = (22 — x) COS c, 34 < € < ER, 
10. Al la formule de Lagrange pour la fonction y = 2z — z? sur le seg- 
ment 
11. En l point! la tangente à la courbe y = cn est parallèle à la corde sous- 
tend m points M, (0, 0) et M; (a, an)? Rép. Au point d'abscisse 
det 
12. En quel point la tangente à la courbe y — Log x est pareak à la corde 
nes tan les points M, (1, 0) et Me (e, 07 Rép. point d’abscisse 


e =e — 
Utiliser E formule de Lagrange pour démontrer les inégalités : 


13. e= >14+z. 14. (1+z)< z(z>œ>0). 15. bn—an< nbn-1(b—a ur 
b>a. 16. pes tgz Pr A la aie de Cauchy pour les ee 


f(z)=22, p(z)=:2 sur le segment D, 2] et trouver c. Rép. ee: 
Calculer les ie suivantes : 


18. lim Ž— L. Rép. +. 19. lim Et. Rép. 2. 
Los d 


S 


Ai 
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e UE 
lim D sans Rép. 2. 21. lim . Rép. —2. 
li sinz Rép. La limite n'existe pas SC pour z— +0, 
sf V1—cos 
— V3 pour z —+—0). 
lim SETZ. Rép. —1. ZE Rép. Lef, 
e? ECH Rép 8 24. lim Rép Log 
D 
z—arcsinz 1 ._ Sinz—sina 
Jen six — Rép. SCH 26. lim sg Rép. cos a. 
. e+siny—1 . esinxz—z 
7. Rép. 2. . FR T -x 
Un Lot ir 28. lim are RP 3 
. 3z—1 3 Lez 
lim STE: Rép. 5° 30. lim (où n œ 0). Rép. 0. 
li Log (1+3 Rép. 1 32. li Los (EF) R 1 
Ver Chloe di eer Le 
Las (=) 
lim ër, Rép. 0 pour a >0; œ pour a <0. 
, ee? ._ Log en 3r 3 
lim Fes Rép. 1. 35. lim Logsin z° Rép. 1. 
lim EE Rép. 1. 37. lim RECHT pép. 0. 
a 
` nr 2 z 1 
lim (1— z) gs. Rép. ra 39. a aa ra) eei 
1 z 
Véier [reste] Rép. —1, 
i — . Rép. 0. 42. li 
iia (ep tg q). Rép lim LZ taz]: Rép. 2. 
H 
+ 
lim z ctg Ze, Rép. -5 44. lim ze” . Rép. oo. 
x-0 æx0 
4 
lim z1—* Rép. L. 46. lim Äre Rép. 1. 
Lee 


Gel 


lim Dn . Rép. 1. 


1 
lim jete al 7. Rép. +. 
x—0 e 


lim EE Rép. ea. 


H 
lim (cos z) Z 


x 
. Rép. 1. 


x 


2 
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1 nx 


— tg Kä 
: sin p) 9? IL e ar 2 H 

st. lim (T8 = +)". + Rép. zzz- 52. lim (7) . Rép. —. 

53. Décomposer le polynôme z#—5r$ EE +2 surant les puissances 
de z—2. Rép. Te- 21. LYS +(z— 

54. Décomposer suivant les puissances de z -1 le TES 26 + 2174 — 12-4- 
Lett Rép. (x +1)? Sé LAug--2tz tung + (x +135. 

55. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction y = Mar pour a—1, n=3. 

GE A —1)4 

Rép. Vz= 1 +5 T c= E Us E (z—1) x 


1:23 8 4l 
k 


zb Lët 7, 0<0<1. 
56. Ecrire la formule de Maclaurin pour la fonction y= 1 F=z pour n=2 


Rép. VITZ =14 HET Rp, 0<0<1. 
16 (1 4-02)? 


Utiliser les résultats de l'exemple précédent pour évaluer l'erreur 
de l'égalité approchée 


VTT axi +7 Let pour z—0,2. 


57 


S , À 
Rép. Inférieure à 510" 


Elucider la provenance des ne ’approchées pour les faibles valeurs 
de z et évaluer l'erreur de ces égalit 


x? zi 
58. Log cos z ~ — 7—73 
60. arcsinz ~z | À. 61. weits mr. 
x 2 
e, Ter PE. 63. Log (z4 VIZA) me +. 


Utiliser la formule de Taylor pour calculer la limite des expressions : 


64. lim —#—ÈNE Dë, 1. 
x—0 ex — 12-27 
2 
2 (1 | r)— sin? 
65. lim LEU LCE Rép, 0. 
x0 1—e 
2 (tg z—sin z)— z3 
E DE 


z3 Ze 
59. tgzœz+ 5+5 


GG. lim 
ESO 


67. lim [222 Log (1 GE Rép. 0. 


Asti 


Rép. + : 


68. lim (4-45). Rép. + 
69. lim LG ae , Rép. z, 


x—0 


Chapitre V 


ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS 


§ 1. Position du problème 


L'étude des rapports quantitatifs entre les divers phénomènes 
de la nature nous pousse à rechercher et à étudier le lien fonctionnel 
existant entre les variables qui caractérisent un phénomène donné. 
Si ce lien fonctionnel peut être exprimé sous une forme analytique, 
c'est-à-dire à l’aide d'une ou de plusieurs formules, il nous est alors 
possible d'entreprendre l'étude de cette dépendance fonctionnelle 
par les méthodes de l'analyse mathématique. Par exemple, lors de 
l'étude de la trajectoire d'un projectile lancé dans le vide, nous 
trouvons la formule 


VG sin 2a 
D 


qui exprime la relation fonctionnelle existant entre la portée R, 
l'angle de tir œ et la vitesse initiale vo (g est l'accélération de la 
pesanteur). 

Grâce à cette formule, il nous est possible de déterminer pour 
quelles valeurs de o la portée R sera maximum ou minimum, dans 
quelles conditions l'augmentation de o entraînera celle de la por- 
tée, etc. 

Citons un autre exemple. L'étude des vibrations d'un corps 
reposant sur des ressorts (train, automobile) nous fournit une for- 
mule exprimant la dépendance fonctionnelle entre l'écart y de ce 
corps de la position d'équilibre et le temps t: 


y = e™ (A cos wt + B sin wi). 


R= 


Les grandeurs k, À, B, œw entrant dans cette formule ont une valeur 
bien déterminée pour un système vibratoire donné (elles dépendent 
de l’élasticité des ressorts, du poids du corps, etc., mais ne varient 
pas avec le temps t) et, par conséquent, peuvent être considérées 
comme constantes. 

La formule obtenue permet de conclure pour quelles valeurs 
de t l'écart y augmente avec €, comment varie la valeur de l'écart 
maximum avec le temps, à quelles valeurs de £ correspondent ces 
écarts maximums, pour quelles valeurs de £ on obtient les vitesses 
maximums de déplacement du corps, etc. 
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Toutes les questions de ce genre se rapportent à un même problè- 
me, plus général, que l'on nomme « l'étude de la variation des 
fonctions ». 

Il est évidemment malaisé de répondre à toutes ces questions en 
calculant la valeur numérique des fonctions en certains points 
(comme nous l'avons fait au ch. II). L'objet du présent chapitre est 
de donner les principes généraux de l'étude de la variation des fonc- 
tions. 


§ 2. Croissance et décroissance des fonctions 


Nous avons défini au § 6 du chapitre I les fonctions croissante et 
décroissante. Nous utiliserons maintenant la notion de dérivée pour 
l'étude de la croissance et de la décroissance des fonctions. 


Théorème. 1) Si la fonction f (x) dérivable sur le segment 
la, b] est croissante sur ce segment, alors sa dérivée n'est pas négative 
sur ce segment, c'est-à-dire f' (x) > 0. 

2) Si la fonction f (x) est continue sur le segment la, Pl, dérivable 
dans l'intervalle (a, b) et si de plus f' (x) > 0 pour a < x < b, alors 
f (x) est une fonction croissante sur le segment la, bl. 


Démonstration. Démontrons tout d’abord la première 
partie du théorème. Soit f (x) une fonction croissante sur le segment 
Le, b]. Donnons à la variable indépendante x un accroissement An 
et considérons le rapport 


[EH Te, (4) 
T 


f (x) étant une fonction croissante, on a: 
j (£ + Aaf pour Az > 0 
f (z + Az) < f (x) pour Az < 0 
Dans les deux cas 
Az 
et, par conséquent, 
lim I++ Az) Ti >0, 
Ax-0 Az 
c'est-à-dire f’ (x) > 0, ce qu'il fallait démontrer. (Si nous avions 
f (x) < 0, le rapport (1) serait négatif pour les valeurs suffisamment 
petites de Az, ce qui aurait contredit la relation (2).) 


Démontrons maintenant la seconde partie du théorème. Soit 
f (z) > 0 pour tous les z appartenant à l'intervalle (a, b). 
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Considérons deux valeurs arbitraires z; et ze (zı < z2) de la 
variable indépendante prises sur le segment la, b). 

En vertu du théorème de Lagrange sur les accroissements finis, 
nous avons: 


Í (z2) — Í (21) = F (5) (£2 — 2:1), e be zs 


Par hypothèse f’ (£) > 0, par conséquent, f (z2) — f (tı) > 0, 
ce qui exprime bien que f (x) est une fonction croissante. 


Fig. 98 


On peut énoncer un théorème analogue pour les fonctions décrois- 
santes (dérivables) : 

Si f (x) est une fonction décroissante sur la, b), alors P (x) < 0 
sur ce segment. Si f' (x) <0 dans l'intervalle (a, b), alors f (x) est 
décroissante sur le segment a, b]. [Bien entendu, nous supposons ici 
également que la fonction f (x) est 
continue en tout point du segment 
la, b] et dérivable en tout point 
de l'intervalle (a, b).] 


Remarque. Le théorème 
que nous venons de démontrer 
s'interprète géométriquement com- 
me suit: si la fonction f(z) est 
croissante sur le segment [a, b], la 
tangente à la courbe y = f(x) 
forme, en chaque point de ce seg- 
ment, un angle aigu ọ avec 
l'axe Oxz (en certains points elle Fig. 99 
peut être parallèle à cet axe). La 
tangente de cet angle n'est donc pus négative: P (x) = tgọ > 0 
(fig. 98,a). Si la fonction f (x) est décroissante sur le segment la, b], 
1l angle formé par la tangente et l'axe Ox est o b t us (ou exception- 
nellement, en certains points, la tangente est parallèle à l'axe Oz). 
La tangente de cet angle n'est donc pas positive (fig. 98,b). La se- 
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conde partie du théorème s’interprète de la même façon. Ainsi, ce 
théorème permet de conclure si la fonction est croissante ou décrois- 
sante d’après le signe de la dérivée. 


Exemple. Déterminer le domaine de croissance et de décroissance de la 


fonction 
y = z. 
Solution. La dérivée de cette fonction est 
y = 4; 


pour z > 0, on a y’ >> 0 et par suite la fonction est croissante; pour x < 0, 
on a y’ < 0 et la fonction est décroissante (fig. 99). 


$ 3. Maximum et minimum des fonctions 


Définition du maximum. On dit que la fonction 
f (x) admet un maximum au point x, si la valeur de la fonction f (x) 
est en ce point plus grande qu’en tout autre point d’un certain inter- 
valle contenant le point x;. En d’autres termes, la fonction f (x) 


y 
y 


OLA I, T} «x b T ez 22 Dë bT 
Fig. 100 Fig. 101 


admet un maximum au point x = x, si f (x + Az) < f(x) pour 
tous les Ax (positifs ou négatifs) suffisamment petits en valeur ab- 
solue *). 

Par exemple, la fonction y = f (x), dont le graphique est repré- 
senté sur la figure 100, admet un’ maximum pour x = Di. 


Définition du minimum. On dit que la fonction 
f (x) admet un minimum pour x = x, si 


Í (z2 + Ax) > f (22), 


pour tous les Az (positifs ou négatifs) suffisamment petits en valeur 
absolue (fig. 100). Par exemple, la fonction y = z4, que nous avons 


*) On énonce parfois comme suit cette définition : la fonction f (x) admet 
un mazimum au point z, s'il existe un voisinage (a, H du point z; G < Eu < 
< P) tel que pour tous les points de ce voisinage différents de z, l'inégalité 
f (x) < f (z,) soit satisfaite, 
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considérée à la fin du précédent paragraphe (voir fig. 99), admet un 
minimum pour x = 0, puisque y = 0 pour x = 0, et y > 0 pour 
toutes autres valeurs de z. 

Nous tenons à attirer l’attention sur les points suivants relatifs 
à la définition du maximum et du minimum. 

1. Une fonction définie sur un segment ne peut atteindre son 
maximum ou son minimum qu'en un point intérieur de ce segment. 

2. On ne doit pas confondre le maximum et le minimum d'une 
fonction respectivement avec sa plus grande et sa plus petite valeur 
(les bornes supérieure et inférieure) sur le segment considéré : la va- 
leur de la fonction au point de maximum n'est sa plus grande valeur 
que par rapport à ses valeurs aux points x suffisamment 
voisins du point de maximum. De même, en un point de mini- 
mum, elle n'est la plus petite valeur de la fonction que par rapport 
à ses valeurs aux points suffisamment voisins du 
point de minimum. C'est pourquoi on emploie parfois les expressions 
maximum relatif ou minimum relatif, au lieu de maximum et mi- 
nimum. 

Ainsi, la figure 101 représente une fonction définie sur le seg- 
ment la, b) qui a 


un maximum pour x = Di et x = Ts; 
un minimum pour x = Za et x = Di 


mais le minimum de la fonction pour z = x, est plus grand que le 
maximum de cette fonction pour z = x. En outre, la valeur de la 
fonction pour x = b est plus grande que la valeur de cette fonction 
aux points de maximum. 

On appelle les maximums et les minimums d’une fonction les 
extremums ou les valeurs extrémales de cette fonction. 

Les valeurs extrémales d’une fonction et leurs dispositions sur le 
segment Io, b] caractérisent dans une certaine mesure la variation 
de la fonction par rapport à la variation de la variable indépendante. 

Nous indiquerons, par la suite, une méthode pour trouver les 
valeurs extrémales. 

Théorème 1 (Condition nécessaire pour 
l'existence dun extremum). Si la fonction dérivable 
y = f (x) a un maximum ou un minimum au point x = x, alors sa 
dérivée s'annule en ce point, c'est-à-dire f' Gol = 0. 

Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, que la 


fonction y = f (x) ait un maximum au point x = x. Alors nous 
aurons pour les Ar (Ar 0) suffisamment petits en valeur absolue 


f (zı + Az) < f (x), 
f 1 + Az) — f (x) < 0. 


c'est-à-dire 
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Mais alors le signe du rapport 


f(z, + Az) — f (2) 
Ax 


est déterminé par le signe de Az: 


f(z + Az) — f(x) 
Ax 


$ (zı + Ax) — f(x) 
Ax 
Il vient de la définition de la dérivée que 
f (&)= lim f(a + Az) Ted 
Ax-0 Az 


Si la dérivée de f (x) existe au point x = x, la limite du second 
membre ne dépend pas de la manière dont Ax tend vers zéro (en res- 
tant positif ou négatif). 

Mais si Az — Q en restant négatif, alors 


f(x) > 0. 
Si Ax — 0 en restant positif, alors 
f (m1) < 0. 


Comme P Guest un nombre bien défini ne dépendant pas de 
la manière dont L tend vers zéro, les deux inégalités précédentes 
ne sont compatibles que dans le cas où 


f Gol = 0. 


On démontrerait d'une manière analogue le théorème pour le 
cas du minimum. 

Le théorème ainsi démontré traduit la propriété géométrique 
suivante : si la fonction f (x) a une dérivée au point de maximum ou 
au point de minimum, la tangente à la courbe y = f (x) en ces points 
est parallèle à l’axe Or En effet, il vient de la relation f’ (x) = 
= tg ọ = 0, où ọ est l'angle formé par la tangente et l’axe Ox, que 
Q= Po (fig. 100). 

Il découle ent du théorème 1: si la dérivée de la 
fonction f (x) existe pour toutes les valeurs considérées de la variable 
indépendante, alors la fonction ne peut avoir un extremum (maximum 
ou minimum) que pour les valeurs de x annulant la dérivée. La récipro- 
que n'est pas vraie : un point où la dérivée s'annule n'est pas nécessaire- 
ment un maximum ou un minimum de la fonction. Par exemple, la 
dérivée de la fonction représentée sur la figure 100 s'annule au point 


>0 pour Ae D 


<0 pour Ac. 
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x = x, (la tangente est parallèle à l'axe Oz), mais en ce point la 
fouction n'a ni maximum ni minimum. 
De même, la dérivée de la fonction y = À (fig. 102) s’annule 


au point z = 0: 
(Y')x=0 a Ee TÈ 0, 


mais en ce point la fonction n’a ni maximum ni minimum. En effet, 
aussi voisin que soit le point z du point 0, nous avons: 
a <0 pour r<0 
et 2 0 pour x > 0. 


Nous avons étudié le cas d'une fonction f (x) dérivable en tout 
point de son domaine de définition. Que peut-on dire au sujet des 


D 
Dk 
0 T y 
Vlait 
0 T 
Fig. 102 Fig. 103 


points où la dérivée n'existe pas? Nous montrerons sur des exemples 
qu'en ces points la fonction peut avoir un maximum ou un minimum, 
mais peut également ne pas avoir de maximum ni de minimum. 


Exemple 1. La fonction y — | z | n’a pas de dérivée au point z = 0 
(en ce point la courbe n'a pas de tangente définie), mais elle a un minimum en ce 
point (fig: 103): y = 0 pour z =: 0 et en tout autre point z différent de zéro 
FER 


28 
Exemple 2. La fonction y =M — x°)? n'a pas de dérivée au point 
z = 0, puisque y” = —(1 — ci Zz 3 devient infinie quand z tend vers zéro ; 
toutefois elle admet un maximum en ce point: f (0) = 1. f (z) < 1 quand z est 
différent de O (fig. 104). 


Exemple 3. La fonction y — y x n'a pas de dérivée au point z — 0 
(y — œ pour z —+ 0). En ce point la fonction n’a ni maximum ni minimum : 
f(0) = 0; f (x) < 0 pour z < 0, f (x) > 0 pour z > 0 (fig. 105). 


12--1162 
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Ainsi, une fonction ne peut avoir d'extremum que dans deux cas: 
aux points où la dérivée existe et s’annule ou aux points où la déri- 
vée n'existe pas. 

Remarquons que si en un point la dérivée n'existe pas (mais 
existe dans un certain voisinage de ce point), elle aunediscon- 
tinuité en ce point. 

Les valeurs de la variable indépendante, pour lesquelles la déri- 
vée s’annule ou a une discontinuité, sont appelées points critiques 
ou valeurs critiques. 


Fig. 104 Fig. 105 


Il découle de ce qui précède que tout point critique n’est pas 
nécessairement un extremum. Mais si la fonction a un maximum 
ou un minimum en un certain point, ce dernier est nécessairement 
un point critique. C’est pourquoi on procède de la manière suivante 
pour rechercher les extremums. On trouve d’abord tous les points 
critiques, puis on étudie chaque point critique séparément, afin de 
déterminer si c’est un maximum, un minimum de la fonction ou si 
ce n’est ni l'un ni l’autre. 

L'étude de la fonction aux points critiques est basée sur les théo- 
rèmes suivants. 


Théorème 2. (Conditions suffisantes pour 
l'existence d'un extremum). Soit f (x) une fonction 
continue dans un intervalle contenant le point critique x, et dérivable 
en tout point de cet intervalle (sauf peut-être au point zl. Si la dérivée 
change de signe du plus au moins quand on passe par le point critique 
de gauche à droite, la fonction a un maximum pour x = x. Si la dérivée 
change de signe du moins au plus quand on passe par le point x, de 
gauche à droite, la fonction a un minimum en ce point. 

Ainsi, 

si a) { fR>0 pour I< LT 
f (D <0 pour ZZ Zu 


la fonction admet un mazimum au point x:; 


` f(x <0 pour I<, 
SR Ke pour Cu 
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la fonction admet un minimum au point x. En outre, 11 faut que 
les conditions a) ou b) soient remplies pour toutes les valeurs de z 
suffisamment proches de x, c’est-à-dire pour tous les points d'un 
voisinage suffisamment petit du point critique Zu, 


Démonstration. Supposons d'abord que la dérivée 
change de signe en passant du plus au moins, c'est-à-dire que pour 
tous les x suffisamment voisins du point zu, nous avons: 

f @>O0 pour z< Zu 
f (D <0 pour zx > zx. 


En appliquant le théorème de Lagrange à la différence f (x) — f (x), 


on obient : 
To — f (1) = f ($) (£ — x), 


où E est un point compris entre x et x. 
4) Soit x < Eu alors 


Ep, f E>, f Eaa) 
et, par conséquent, 
f(x) — f(x) <0 
ou 
f (2) < f (z). (1) 
2) Soit x > x; alors 
E> z, f EO, f Eaa) 
et, par conséquent, 
1 (2) — f(a) 
ou 
f (2) < f (2). (2) 


Les relations (1) et (2) montrent que pour toutes les valeurs de x 
suffisamment voisines de zy la valeur de la fonction est plus petite 
que la valeur de la fonction au point z,. Cela signifie justement que 
la fonction f (x) admet un maximum au point Zu. 

On démontre d'une manière analogue la seconde partie de ce 
théorème. 

La figure 106 illustre clairement la signification géométrique du 
théorème 2. 

Supposons que f’ (xı) = O pour x = x, et que pour toutes les 
autres valeurs de x suffisamment voisines de x; les inégalités 


f@>0 pour Ze x, 


f () <0 pour E zx 
soient satisfaites. 
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Alors pour z < z; la tangente à la courbe forme avec l'axe Or 
un angle aigu, la fonction est croissante; pour z > x la tangente 
à la courbe forme avec l'axe Ox un angle obtus, la fonction est décrois- 
sante; au point zs Di la fonction qui était croissante devient dé- 
croissante, autrement dit, elle admet un maximum. 

Supposons maintenant que P (x2) = O pour x = x, et que pour 
toutes les autres valeurs de x suffisamment voisines de x, les iné- 
galités 

f he pour z< Zoe 


f @>0 pour r>x 


sont satisfaites. Alors pour x << x, la tangente à la courbe forme 
avec l'axe Oz un angle obtus, la fonction est décroissante; pour 


y 


Tı T ZE 


Fig. 106 


z zs la tangente à la courbe forme avec l'axe Or un angle aigu, 
la fonction est croissante. Au point x = Ze la fonction décroissante 
devient croissante, C'est-à-dire qu'elle a un minimum. 

Supposons qu'au point z = xs f' (xs) = 0 et que pour toutes les 
valeurs de x suffisamment voisines de Za les inégalités 


f (D pour z< Ts 

f &) >0 pour z> Ze 
soient satisfaites. Alors la fonction est croissante pour x < Ts ainsi 
que pour x > z4. Par conséquent, elle n a ni maximum ni minimum 
au point z = x. C'est justement ce qui a lieu pour la fonction 


y = 2 au point z = 0. 
En effet, la dérivée de cette fonction est égale à y” = Ar, donc 


(kä = 0, (y'}x<o > 0, (len > 0. 


Cela signifie que la fonction n’a ni maximum ni minimum au 
point z = 0 (voir fig. 102). 
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$ 4. Marche à suivre pour l'étude du maximum et du minimum 
d'une fonction dérivable à l’aide de la dérivée première 


En nous référant au paragraphe précédent, nous pouvons énoncer 
la règle suivante concernant l'étude du maximum et du minimum 
d’une fonction dérivable 


y = Í (2). 


1. On calcule la dérivée première P (x) de la fonction. 

2. On cherche les valeurs critiques de la variable indépendante z; 
pour cela: 

a) on cherche les racines réelles de l'équation obtenue en égalant 
à zéro la dérivée première P (x) = 0; 

b) on cherche les valeurs de z pour lesquelles la dérivée f’ (x) 
a des discontinuités. 

3. On étudie le signe de la dérivée à gauche et à droite du point 
critique. Comme le signe de la dérivée ne change pas dans l'inter- 
valle compris entre deux points critiques consécutifs, il suffit, pour 
étudier, par exemple, le signe de la dérivée à gauche et à droite du 
point critique z, (fig. 106), de déterminer le signe de la dérivée aux 
points o et B (ri < & < Tz, T2 < B < Za où z; et zs sont les points 
critiques voisins de zc). 

4. On calcule la valeur de la fonction f (x) pour chaque valeur 
critique de la variable indépendante. 

Nous obtenons ainsi le schéma suivant exprimant les différents 
cas qui peuvent se présenter. 


Signe de la dérivée f’ (x) au voisinage 
du point critique a Nature du point critique 


+ | f’ (x) = 0 ou discontinuité Maximum 


= | f’ (zı)=0 ou discontinuité | Minimum 


fonction est croissante) 


f’ (z)=0 ou discontinuité Ni maximum ni minimum (la 
fonction est décroissante) 


Exemple 1. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 


= 20 +341. 
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Solution. 1) Calculons la dérivée première de cette fonction: 
vi = z Kerg åz + 3. 
2) Trouvons les racines réelles de la dérivée: 
2 — 4r + 3 =0. 
Par conséquent, 
nu = 1, Te = 3. 


La dérivée est partout continue; il ni a donc pas d'autre point critique. 
3) Etudions les valeurs See et repor- 
D tons les résultats sur la figure 107. 
Etudions le premier point critique z; = 
= 1. Comme y” = (x — 1)(x — 3), alors 
pour z << { nous avons y” = (—)-(—) > 0; 
pour z >í nous avons y” = (+)-(—) < 0. 
Donc au voisinage du point z; — 1 (quand 
on passe de gauche à droite) la dérivée change 
de signe ; elle passe du plus au moins. La fonc- 


tion admet donc un maximum pour z = 1. La 
valeur de la fonction en ce point est: 


A 
Veë -2r 3+1 


(W)x=1= A e 


Etudions le second point critique z, = 3: 


pour z << 3, nous avons y” = (+)-(—) <0; 
pour z > 3, nous avons y” = (+)-(+) > 0. 
Cela signifie qu’au voisinage du point 
z = 3 la dérivée change de signe; elle passe 
du moins au plus. La fonction a donc un mini- 
mum pour z —3. La valeur de la fonction 
Fig. 107 en ce point est: 


IC =1. 


Les résultats de notre étude nous permettent de construire le graphique de 
la fonction (fig. 107). 


Exemple 2. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 


y=(z—1) Ñz. 
Solution. 1) Calculons la dérivée : 
Va +261 Se 


are Ate 
2) Trouvons les valeurs critiques de la variable indépendante : a) trou- 
vons les points où la dérivée s'annule : 


5z—2 =0, P 


b) déterminons les points de discontinuité de la dérivée (dans le cas présent la 
fonction devient infinie). Le point 
Za = 0 
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est évidemment au nombre de ces derniers. (Notons que la fonction est définie et 
continue au point zz — 0). 

I n'y a pas d'autres points critiques. 

3) Déterminuns la nature des points critiques trouvés. Etudions le point 


zı = e, Notons que 


CU ba 


Zeie 


(y) S <0, (y sz"? 


en 


nous pouvons donc conclure que la fonction admet un minimum au point z = 


D 


La valeur de la fonction au point de mini- 
mum est égale à D 


nt. së Va Vs 


Etudions le second point critique z = 0. H 
vient de 


y- (1-1) le 


(y)x< 0 >0, (y’)x>0 <0 


que la fonction a un maximum au point 
z — 0. En outre, (y) = 0. Le graphique 
de la fonction considérée est représenté sur 
la figure 108. 


§ 5. Etude du maximum et du 
minimum des fonctions à l’aide de la 
dérivée seconde 


Soit y = f(x) une fonction dont Fig. 108 
la dérivée s'annule au point x = x, 
c'est-à-dire f’ Gi = 0. Supposons, en 
outre, que la dérivée seconde f” (x) existe et soit continue dans un 
voisinage du point zy, Nous pouvons alors énoncer le théorème 
suivant. 


Théorème. Soit f' (x) = 0; alors la fonction a un maximum 
au point x = T, si f" (x) < 0 et un minimum si PG > 0. 


Démonstration. Démontrons d'abord la première partie 
du théorème. Soient 


F (1) =0 et f(x) < 0. 


f” (x) étant par hypothèse continue dans un certain voisinage du 
point x = x, il existe évidemment un segment suffisamment petit 
contenant le point z; en tout point duquel la dérivée seconde f” (x) 
est négative. 

Mais f” (x) est la dérivée de la dérivée première, f” (x) = ( (x))’, 
c'est pourquoi il résulte de la condition ( Gau << O que la fonction 
P (x) est décroissante sur le segment contenant z — 'z; (§ 2, ch. V). 
Mais f’ (zı) = 0, par conséquent, sur ce segment nous avons P (x) > 
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>0 pour z< zx, et jf (x) <O0 pour z> z, c’est-à-dire que la 
dérivée P (x) change son signe du plus au moins quand on passe par 
le point x = x,. Cela signifie justement que la fonction f (x) a un 
maximum au point zx. La première partie du théorème est ainsi dé- 
montrée. 

On démontre d'une manière analogue la seconde partie du théorè- 
me: si f” (x) > 0, alors f” (x) > 0 en tous points d'un certain seg- 
ment contenant le point zı, donc sur ce segment f" (x) = H OAI > 
> 0, et, par conséquent, f’ (z) est croissante. Comme P (x) = O, 
cela signifie qu'en passant par le point zx, la dérivée f’ (x) change son 
signe du moins au plus, en d’autres termes, la fonction f (x) a un 
minimum au point z = x. 

Si au point critique f" (zı) = 0, la fonction peut soit admettre 
en ce point un maximum ou un minimum, soit ne pas avoir d'extre- 
mum en ce point. En pareil cas, l'étude de la fonction devra être 
faite suivant la première méthode (voir § 4, ch. V). 

L'étude des extremums à l'aide de la dérivée seconde peut être 
schématisée par le tableau suivant. 


rr te IT Fam d point 


Maximum 


Minimum 


Non déterminé 


Exemple 1. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction 
y = 2 sin z + cos Ze, 


Solution. La fonction étant périodique (la période est égale à Zi, 
il suffit d'étudier le comportement de la fonction sur le segment [0, 21]. 
1) Calculons la dérivée ` 


Hl = 2 cos z — 2 sin 2z = 2 (cos z — 2 sin z cos x) = 
= 2 cos z (1 — 2 sin x). 
2) Trouvons les valeurs critiques de la variable indépendante : 
2 cos z (1 — 2 sin z) = 0, 
PRES Res EC kk ef Ta= ee 
6 2 6 2 


3) Calculons la dérivée seconde : 
y" = —2 sin z — 4 cos 2z. 
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4) Déterminons la nature de chaque point critique: 
U  n=—24—4 y= 3<. 
“=y 


` F i n 
Par conséquent, nous avons un maximum au point z, =5: 


D'autre part, 
U) n=—21+41=25%0. 
x=— 


Par conséquent, la fonction a un minimum au point z2 SS 


2 
(a) _x=21—1=1. 
2 
Au point e Š nous avons ` 
> Ee 1 1 ` 
y") sa = 25h —3 <0. 
Par conséquent, la fonction a un maximum au point =: 
1,141 3 
W 5x =2 +7 =" 
Enfin 
DI 3n =—2(—1)—4(—1)=6 >0. 
See: 
Par conséquent, la fonction a un minimum au point a: 


U) sn =2(—1)—1= —3. 
TS 

Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 109. 

Montrons sur des exemples que si f’ Gol = O et f” (x) = 0, la 
fonction peut soit avoir au point x; un maximum ou un minimum, 
soit ne pas avoir d extremum du tout. 

Exemple 2. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction : 

y = 1 SC zi, 
Solution. 1) Trouvons les points critiques: 
y’ = —478, —4r3 = 0, z = 0. 
2) Déterminons le signe de la dérivée seconde au point z = 0: 
| y" = 1222, (y")x=0 = 0. 


Par conséquent, nous ne pouvons dans ce cas déterminer la nature du point cri- 
tique considéré à l’aide du signe de la dérivée seconde. 
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3) Etudions la nature du point critique en employant la première méthode 
(voir § 4, ch. V): 
(vzco > 0, NÉE) <0. 


La fonction a donc un maximum au point z — 0. La valeur de la fonction en ce 


point est: 
(Y)x=0 = 1. 


Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 110. 


Fig. 109 
Exemple 3. Déterminer les maximums et les minimums de la fonction 
y =. 
Solution. En procédant suivant la seconde méthode, nous trouvons: 
1) vi = 6x’, vi = 67 = 0, z ses D: 2) De = 3024, (Y)x=0 = 0. 
La seconde méthode ne permet donc pas de juger de la nature des points critiques. 


D 
f 
0 T 
PH SA 
Fig. 110 Fig. 111 Fig. 112 


L'emploi de la première méthode s'impose : 
(le 0 < 0, (W')x50 > 0. 
Par conséquent, la fonction a un minimum au point z = 0 (fig. 111). 
Exemple 4. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 
y = (z — 1}. 
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Solution. Seconde méthode: 
y =3 (z — 1}, 3 (z — 1P} —0, x —1; 
y” = 6 (z — 1), (x1 = 0: 
ainsi, l'emploi de la première méthode s'impose puisque la seconde méthode est 


inefficace : 
(lt > 0, Cf > 0. 


Par conséquent, la fonction n’a ni minimum ni maximum au point z = 4 
(fig. 112). 


§ 6. Plus grande et plus petite valeur d’une fonction 
sur un segment 


Soit y = f(x) une fonction continue sur un segment Io, b). 
Elle atteint alors sur ce segment sa plus grande valeur (voir § 10, 
ch. II). Supposons que cette fonction a un nombre 
fini de points critiques sur ce segment. Si la plus  y-x°-9x+3 
grande valeur est atteinte à l’intérieur du seg- 
ment Je b), elle s’identifiera évidemment avec 
l’un des maximums de la fonction (s’il y a plu- 
sieurs maximums), plus précisément, avec le 
plus grand de ces maximums. Mais il se peut 
également que la plus grande valeur soit atteinte 
à l'une des extrémités du segment considéré. 

Ainsi, sur le segment Ía, b] la fonction f (x) 
atteint sa plus grande valeur soit à l’une des ex- 
trémités du segment considéré, soit en l’un des 
points critiques intérieurs qui est justement un 
maximum. 

Ce raisonnement s'applique également à la 
plus petite valeur d'une fonction définie dans 
un intervalle donné; elle est atteinte soit à l’une 
des extrémités du segment, soit à l’un des points 
critiques intérieurs qui est un minimum. 

Il résulte de ce qui précède la règle suivante: 
pour calculer la plus grande valeur d'une fonc- 
tion continue sur le segment [a, b] on procède 
de la manière suivante: 

1) on recherche tous les maximums de la fonc- 
tion sur le segment considéré ; 

2) on détermine la valeur de la fonction aux 
extrémités du segment en calculant f (a) et f (b); 

3) on choisit la plus grande parmi ces valeurs ; 
elle sera justement la plus grande valeur de la 
fonction sur le segment considéré. 

On procédera d'une manière analogue pour déterminer la plus 
petite valeur d’une fonction sur un segment donné. 


Bi 
Fig. 113 


188 ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS IER. v 


Exemple. Déterminer la plus grande et la plus petite valeur de la fonc- 
tion y = 28 — 3z + 3 sur le segment [—3; —]. 
Solutio n. 1) Trouvons les maximums et les minimums de la fonction sur 
le segment [—3; DE 
y’ = at — 3, 3x3 — 3 = 0, Zi = À, za = —1, 
y" = bx, (y), 1 —=6>0. 
Par conséquent, la fonction a un minimum au point z = 1: 


IO 1 = 1. 
D'autre part, 
Il, 1 = —6 <0. 
Par conséquent, la fonction a un maximum au point z = —1 
Il = -1 — 5. 


2) Calculons la valeur de la fonction aux extrémités de l'intervalle : 


W af, Unami. 


nr» 
La plus grande valeur de la fonction considérée sur le segment [—3; 3) est: 
OB si = 5, 
(ie — 3 = —15. 
Le graphique de la fonction considérée est représenté sur la figure 113. 


sa plus petite valeur est : 


$ 7. Application de la théorie du maximum et du minimum 
des fonctions à la résolution de problèmes 


La théorie du maximum et du minimum des fonctions permet 
de résoudre de nombreux problèmes de géométrie, de mécanique, 
etc. Considérons quelques problèmes de cette nature. 


Problème 1. La portée R — OA (fig. (114) d'un projectile lancé (dans 
le vide) avec une vitesse Initiale Ge sous un angle @ avec l'horizon est donnée 
par la formule 
__ väsin Ze 

D 


R 
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g étant l'accélération de la pesanteur). Pour une vitesse initiale donnée vo 
éterminer pour quelle valeur de l'angle ọ la portée sera la plus grande. 


Solution. La grandeur R est une fonction de l'angle e. Etudions les 
maximums de cette fonction sur le segment 0 < ọpọ < Sr 


DE een A ——— zs $ 
dọ E 
la valeur critique est gt 
d'autre part, 
dR ` 4vsin2p. dR Ae 
SSES ech ee SE 
La fonction R présente, par conséquent, un maximum pour la valeur 
=F 
D 
z2, 
UE or 


Les valeurs de la fonction R aux extrémités du segment [oi] sont : 


(R)9=0 =0, SE 


Le maximum trouvé est bien la plus grande valeur de R. 


Problème 2. Quelles doivent être les dimensions d'un cylindre de 
volume v pour que sa surface totale S soit minimale ? 


Solution. Désignons par r le rayon de la base du cylindre et par h la 
hauteur, nous avons: 


S = 2nrt + 2nrh. 
Le volume étant donné, k s'exprime en fonction de r par la formule 
v = nrh, 
d'où 
EN 
T ar’ 
En substituant cette valeur de h dans l'expression de S, nous avons: 
v 
ou 


S=2 (a+) i 


v est ici un nombre donné. Par conséquent, nous avons exprimé S en 
fonction d’une seule variable indépendante r. 
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Trouvons la plus petite valeur de cette fonction dans l'intervalle 
O<r< oi 


daS v 
g= (r-a). 
aoe 
v v 
mp0 ai Se: 


Tr)? E taha SH 


Par conséquent, la fonction S a un minimum au point r — r,. Remarquons 
que lim S = œ et lim S = œ, c'est-à-dire que la surface totale devient infinie 
r= 


r—=oo 
pour r — 0 ou r — œo. Nous concluons donc que la fonction S atteint sa plus 
petite valeur au point rs P, 


D e 3 DI 
Mais si r= V Ki alors 
RUES 
v ` v 
ec? =2 y E? = ?r. 


Il en résulte que la surface totale d'un cylindre, pour un volume donné, sera 
minimum si la hauteur du cylindre est égale au diamètre de la base. 


$ 8. Etude des maximums et des minimums d’une fonction 
à l'aide de la formule de Taylor 


Nous avons indiqué au § 5 du chapitre V que si au point z = a 
f (a) = 0 et f” (a) = D, la fonction peut avoir soit un maximum, 
soit un minimum en ce point, mais peut également ne pas avoir 
d'extremum. Dans de pareils cas nous avons recommandé de déter- 
miner les extremums en étudiant le comportement de la dérivée 
première à gauche et à droite du point critique x = a. 

Nous allons montrer maintenant comment cette question peut 
être résolue à l’aide de la formule de Taylor ($ 6, ch. IV). 

Supposons que non seulement f” (x), mais aussi les dérivées 
successives de la fonction f (x), jusqu’à l’ordre n inclusivement, 
s’annulent au point z = a: 


f(a=f(a)=...—f"(8)—=0, (1) 
[+9 (a) #0. 


Supposons, en outre, que les dérivées de la fonction f (x) d'ordre 
n + 1 inclus sont continues dans le voisinage du point z = a. 

En tenant compte de (1), la formule de Taylor pour la fonction 
f (x) prendra la forme : 


ES (z — ai" n+1) 
drei + f+), (2) 


où Eet un nombre compris entre a et zx. 


mais que 
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Comme ni (x) est continue dans le voisinage du point a et que 
f"# (a) 0, il existe un nombre positif k assez petit tel que pour 
tout x satisfaisant à l'inégalité |z — a | << kh on a f™™ (z) 0. 
De plus, si mm (a) > 0, nous aurons DI (x) => 0 en tout point 
de l'intervalle (a —hk, a+ h); si mit (a) <0, nous aurons 
bn (x) 0 en tout point de cet intervalle. 

Mettons la formule (2) sous la forme 


LEZ DT geng i 
ta) — f(a) = PEET +E) (2) 


et considérons différents cas. 


Premier cas. n est impair. 

a) Soit bn (a) < 0. Alors, il existe un intervalle (a — h, 
a + h) où la dérivée (n + 1)?™e est négative en chaque point. 
Si x est un point de cet intervalle, E est également compris entre 
a — h et a + hk cet, par conséquent, bn (£) < 0. n + 1 étant un 
nombre pair, (z — a)"*! > 0 pour z a et par suite le second mem- 
bre de la formule (2’) est négatif. 

Par conséquent, pour z = a nous avons en tout point de l'inter- 
valle (a — h, a + h): 


f (z) — f (a) < 0; 


ce qui signifie que la fonction a un maximum au point x = a. 

b) Soit bn (a) > 0. Dans ce cas, pour h suffisamment petit 
nous avons Dn (EI >O en tout point z de l'intervalle (a — h, 
a + h). Par conséquent, le second membre de la formule (2’) est 
positif, c’est-à-dire qu'en tout point de l'intervalle considéré, pour 
za, nous aurons: 


f (z) — Í (a) > 0, 
ce qui signifie que la fonction a un minimum au point x = a. 


Deuxième cas. n est pair. 

Alors n+ 1 est impair et la quantité (z — a)"*! a différents 
signes suivant que z < a ou z œ> a. 

Si k est suffisamment petit en valeur absolue, la dérivée (n + 1)fèm< 
conserve en tout point de l'intervalle (a — k, a + h) le même signe 
qu'au point a. Il en résulte que f (x) — f (a) a différents signes sui- 
vant que z < a ou x > a. Cela signifie justement que la fonction 
n'a pas d'extremum au point x = a. 

Remarquons que si pour n pair f™+} (a) > 0, alors f (x) < f (a) 
pour x < a et f (z) > f (a) pour x > a. 

Si pour n pair f+} (a) < 0, alors f (x) > f (a) pour x <a, et 
f (x) < f (a) pour z > a. 

On peut énoncer les résultats obtenus de la manière suivante. 
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Si l’on a pour x = a: 


f@=f(@=...=f"(a)=0 
et si la première dérivée fm" (a) qui ne s’annule pas au point a est 
d'ordre pair, alors 
f(z) a un maximum au point a si f”+” (a) <0; 
f(z) a un minimum au point a si f"*!(a)>0. 


Si la première dérivée „qui ne $ ‘annule pas au point a est d'ordre 
impair, la fonction n'a pas d'extremum en ce point. En outre, 


Tal est croissante si f"t+? (a) >U; 
f(x) est décroissante si f+” (a) <0. 


Exemple. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 
1x) = zt — 428 + 62? — 4x + 1. 
Solution. Cherchons les valeurs critiques de la fonction 
f (2) = 4x3 — 1279 + 12r — 4 = 4 (13 — 3r? + 3x — 1). 
Nous trouvons de l'équation 
4 (z3 — 322 + 3z — 1) = 0 
que l'unique point critique est e 
z = 
(car cette équation n’a qu'une seule racine réelle). 
Déterminons la nature du point critique z = 1 : 
f” (z) = 1222 — 24r + 12 —0 pour z — 1, 
f” (x) = 24r — 24 = 0 pour z — 1, 
INT (x) = 24 > 0 quel que soit z. 


Par conséquent, la fonction f (x) a un minimum au point z = 1. 


§ 9. Convexité et concavité des courbes. 
Points d'inflexion 


Considérons dans le plan une courbe y = f (x) dont le graphique 
est celui d’une fonction univoque dérivable. 


Définition 1. On dit que la courbe a sa converité tournée 
vers les y positifs dans l'intervalle (a, b) si tous les points de la courbe 
se trouvent au-dessous de la tangente en l'un quelconque des points 
de cette courbe dans cet intervalle. 

On dit que la courbe a sa convexité tournée vers les y négatifs dans 
l'intervalle (b, c) si tous les points de cette courbe se trouvent au- 
dessus de la tangente en l'un quelconque des points de cette courbe 
dans cet intervalle. 
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On dit qu’une courbe, dont la convexité est tournée vers les y 
positifs, est une courbe conveze; de même on dit qu'une courbe, 
dont la convexité est tournée vers les y négatifs, est une courbe 
concave. 

On donne sur la figure 115 une courbe qui est convexe dans l'in- 
tervalle (a, b) et concave dans l'intervalle (b, c). 

L'orientation de la convexité est une caractéristique importante 
de la forme de la courbe. Dans ce paragraphe nous déterminerons 
les critères permettant de définir l'orientation de la convexité de la 
courbe représentative de la fonction y = f (x) dans divers intervalles. 

Démontrons le théorème suivant. y 


Théorème 1. Si la dérivée 
seconde de la fonction f (x) est néga- 
tive en tout point de l'intervalle (a, b) 
c'est-à-dire si f” (x) < 0, la courbe 
y = Í (x) a alors sa convexité tournée 
vers les y positifs (la courbe est con- 
veze) dans cet intervalle. 


Démonstration. Choisis- 
sons un point arbitraire x = Zo 
dans l'intervalle (a, b) (fig. 115) et menons la tangente à la courbe 
au point d’abscisse z = Tọ. Le théorème sera démontré si nous prou- 
vons que tous les points de la courbe dans cet intervalle sont disposés 
au-dessous de la tangente ou, en d’autres termes, si l'ordonnée d'un 
point arbitraire de la courbe y = f (x) est plus petite que l'ordonnée 
y de la tangente pour une même valeur de z. 

L'équation de la courbe est 

y = f (3). (1) 


L'équation de la tangente à la courbe au point z = Ze est 


Y — Í (2o) = f (zo) (£ — xd) 


Y = Í (2o) + f (To) (2 — x). (2) 


Il résulte des équations (1) et (2) que la différence des ordonnées 
de la courbe et de la tangente correspondant à une même valeur 
de z est égale à 


y — Y = f (2) — Í (2a) — f (zo) (2 — zo). 
Appliquons le théorème de Lagrange à la différence f (x) — f (zo): 
y — yY =f (c)-(x — 20) — f (zo) -(£ — zé 


(où c est compris entre zo et z); alors 


- y —y=[f (à —f (2) (z — x). 


ou 


13— 1162 
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Appliquons de nouveau le théorème de Lagrange à l'expression entre 
crochets; alors 


y — y =f (c) (c — zo) (£ — x) (3) 
(où c, est compris entre zo et c). 
Considérons d'abord le cas z > ze, Dans ce cas to <c < c< T; 
étant donné que 
z — zo> 0, c—zxo>0 


et que, par hypothèse, 
IT el 


il vient de l'égalité (3) que y — y < 0. 

Considérons maintenant le cas z < Ze Dans ce cas t< c< 
< Ci < To et à — To < 0, c — Xo < 0; mais comme par hypothèse 
D (c) < 0, il vient de l'égalité (3) que 

y—y<0. 


Nous avons ainsi démontré que chaque point de la courbe se trouve 
au-dessous de la tangente à la courbe en ce point quelles que soient 


Fig. 116 Fig. 117 


les valeurs de z et de ze dans l'intervalle (a, b). Cela signifie juste- 
ment que la courbe est convexe. Le théorème est démontré. 
On démontre d'une façon analogue le théorème suivant. 


Théorème 1’. Si la dérivée seconde de la fonction f (x) est 
positive en chaque point de l'intervalle (b, c), c'est-à-dire si f” (x) > 0, 
la courbe y = Í (x) a alors sa convexité tournée vers les y négatifs dans 
cet intervalle (la courbe est concave). 


Remarque. Les théorèmes 1 et 1” peuvent être interprétés 
géométriquement de la manière suivante. Considérons une courbe 
y = f (x) dont la convexité est tournée vers les y positifs dans l'in- 
tervalle (a, b) (fig. 116). La dérivée f’ (x) est égale à la tangente 
de l'angle o formé par la tangente à la courbe au point d’abscisse x 
et l'axe Ox; en d’autres termes, f’ (x) = tg æ. C’est pourquoi f” (x) = 
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= [tg als. Si f” (x) < 0 pour tout z de l'intervalle (a, b), alors tg c 
décroît pour z croissant. Il est géométriquement évident que s 
tga décroît pour z croissant, la courbe correspondante est convexe 
Le théorème 1 donne la démonstration analytique de cette propriétı 
géométrique. 

Le théorème 1’ est susceptible d’avoir une interprétation géo 
métrique analogue (fig. 117). 


y 


Fig. 118 Fig. 119 Fig. 120 
Exemple 1. Déterminer les intervalles de convexité et de concavité de 
la courbe 
=2— r. 
Solution. La dérivée seconde 
y =—2 <0 


pour toutes les valeurs de z. Par conséquent, la convexité de la courbe est partout 
orjentée vers le baut (la courte est partout convexe) (fig. 118). 


Exemple 2. Soit 
y = ER, 


Comme 
HÉ =e > 0 


" pour toutes les valeurs de x, la courbe est concave, c'est-à-dire que sa convexité 
est orientée vers le bas (fig. 119). 
Exemple 3. Soit la courbe définie par l'équation 
H = z. ` 


De = ôx, 
y” < 0 pour z < 0 et y” > 0 pour z > 0. Par conséquent, la courbe a sa conve- 
xité orientée vers le haut pour z < 0 et vers le bas pour x > 0 (fig. 120). 
Définition 2. On appelle point d'inflerion le point qui 
sépare la partie convexe d'une courbe continue de sa partie concave. 
Les points O, A et B des figures 120, 121 et 122 sont des points 
d'inflexion. e? 


Comme 
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Il est évident qu’ en un point d'inflexion la tangente traver- 
se la courbe, puisque d'un côté de ce point la courbe est disposée 
au-dessous dela tangente et de l’autre côté au-dessus. 

Etablissons maintenant les conditions suffisantes pour qu'un 
point de la courbe soit un point d'inflexion. 


y A 


D 


Fig. 121 


Théorème 2. Soit y = f (x) l'équation de la courbe. Si 
f (a) = 0 ou si f” (a) n'existe pas et que la dérivée seconde P (x) change 
de signe en passant par la valeur x = a, le point de la courbe d'abscisse 
x = a est un point d'inflexion. 


Démonstration. 

4) Soit f” (x) < pour zx <a et f(x) > 0 pour x > a. 

Alors, la convexité de la courbe est tournée vers les y positifs 

pour z< a et vers les y, négatifs pour z > a. Par conséquent, le 
point À de la courbe d'abscisse x =a est un point d'inflexion 
(fig. 121). 
2) Si f” (x) > 0 pour z < b et f” (x) < 0 pour z œ b, la courbe a sa 
convexité tournée vers les y négatifs pour z < b et vers les y positifs 
pour z œ> b. Par conséquent, le point B de la courbe d'abscisse 
x = b est un point d'inflexion (voir fig. 122). 


y B y B 
0 A x 0 b P 
a) éi 
Fig. 122 


Exemple Trouver les points d'inflexion et déterminer les interval- 
les de convexité et Së concavité de la courbe 


y = ex? (courbe de Gauss). 
Solution. (D Calculons les dérivées première et seconde: 
y’ = —2re-3?, y” = Bes (213 — 1). 
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2) Les dérivées première et seconde existent partout. Trouvons les valeurs 
de z pour lesquelles y” = 0: 


27%" (2z2—1)=0, 


1 1 
Ki kg V2" SICH 


3) Etudions les valeurs obtenues ` 


pour << on ay” >0, 


pour > onay"<0; 


la dérivée seconde change de signe au voisinage du point z;. Par conséquent, 
le point de la courbe d'abscisse z; = "ag est un point d'inflexion. Les 


coordonnées de ce point sont: (- 7 e Se St S 


Pour geet on a y" < 0, 
1 
r z>, na 0. 
pou > 7 on a y” > 


Par conséquent, pour Kli? la courbe a également un point d’inflexion. 
1 

Les coordonnées de ce point sont : ( e DI 2) . D'autre part, l'existence 

de ce second point d'inflexion découle immédiatement de la symétrie de la 


courbe Re rapport à l'axe Oy. 
4) 1l résulte de ce qui précède que 


la courbe est concave pour Reder d 


1 1 
la courbe est —— —— 
est convexe pour <z<+ Vë ` 


v 


la courbe est concave pour Laesch 


5) Il vient de l'expression de la dérivée première 
y’ = —Qre-x3 
que 
pour z < 0 on a y” > 0, donc la fonction est croissante; 
pour z > 0 on a y’ << 0, donc la fonction est décroissante; 
pour z = 0 on a y" —0. 


La fonction a un maximum en ce point, à savoir y = 1. 
1l est maintenant facile grâce aux résultats obtenus de tracer le graphique 
de cette fonction (fig. 123). 
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Exemple 5. Trouver les points d'inflexion de la courbe 


y = af, 
Solution. 1) Calculons la dérivée seconde: 
y" — 1271, 


2) Déterminons les racines de l'équation y” = 0: 
1223 = 0, z — 0. 
3) Etudions la valeur obtenue z =0: 
pour z < 0, on a y” > 0, la courbe est concave; 
pour x > 0, on a y” > 0, la courbe est concave. 
Par conséquent, la courbe n’a pas de point d'infloxion (fig. 124). 


Fig. 123 


Exemple 6. Trouver les points d'inflexion de la courbe 
1 
y=(x—1)*. 


Solution. 1) Calculons les dérivées première et seconde : 
2 5 

1 -3 2 3 

H zg (z—1) Ss le (z—1) 


Ta La dérivée seconde ne s'annule en aucun point, mais elle n'existe pas pour 
z= = + 00 
3) Etudions Ta valeur z = 1: 
pour z < í on a y” > 0, la courbe est concave; 
pour z >> 1 on a y” < 0, la courbe est convexe. 


La courbe a donc un point d'inflexion pour z — 1. C'est le point (1; 0). 
Su 


GA y y=lx nt 


been, a 
I 
0 I 
Fig. 124 Fig. 125 
Notons que y’ — œo pour z =: 1, c'est-à-dire que la tangente à la courbe en 


cc point est para pi al Ver Oy (fig. 125). 
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$ 10. Asymptotes 


Il arrive fréquemment que l’on doit étudier la forme de la courbe 
y = f (x) et, par conséquent, le comportement de la fonction lorsque 
les coordonnées ou l’une des coordonnées d'un point variable de la 
courbe tendent vers l'infini (en valeur absolue). Au 
cours d’une telle étude, un cas particulier retient surtout l’atten- 


5 
Fig. 126 Fig. 127 


tion. C'est celui où la courbe considérée se rapproche indéfiniment 
d’une certaine droite lorsqu'un point variable pris sur cette courbe 
tend vers l'infini *). 


Définition. La droite A est appelée asymptote d'une 
courbe si la distance ô d'un point variable M de la courbe à cette 
et 107 tend vers zéro lorsque le point M tend vers l'infini (fig. 126 
et S 

Par la suite, nous distinguerons les asymptotes parallèles (c'est-à- 
dire parallèles à l'axe des ordonnées) et obliques (c'est-à-dire non 
parallèles à l'axe des ordonnées). 


I. Asymptotes parallèles à l'axe Oy 
Il vient de la définition de l'asymptote gue si lim f(x) = œ ou 
x—a+0 


lim f(x) = œ, ou lim f(z) = co, alors la droite x = a est une 
x+a— 

asymptote de la courbe y = f (x). Inversement, si la droite z = a 
est une asymptote de cette courbe, alors l’une des égalités précédentes 
a lieu. 

Par conséquent, pour déterminer les asymptotes parallèles à 
l'axe Oy, il faut trouver les valeurs z = a pour lesquelles la fonction 
y = Í (x) tend vers l'infini lorsque z —+ a. Si une telle valeur de z 
existe, la droite z = a sera une asymptote de la courbe parallèle 
à l'axe Oy. 


*) On dit que le point variable M pris sur la courbe tend vers l'infini si 
la distance de ce point à l'origine des coordonnées augmente indéfiniment. 
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Exemple 1. La courbe y ue a une asymptote parallèle à l'axe Oy, 
z—5 


c'est la droite z — 5, puisque y — œo pour z —> 5 (fig. 128). 


y 


Fig. 128 


Exemple 2. La courbe y — tg x a une infinité d'asymptotes parallèles 
à l'axe Oy. Ce sont lcs droites 


E 5 
DEE ni > CPE TETE 


Cela résulte de ce que tgr->00 quand z tend vers l'une des valeurs 


+. +. 3, ... ou + +, +, ee (fig. 129). 


Fig. 129 


Exemple 3. La droite z — U est une asymptote parallèle à l'axe Oy 
1 1 


pour la courbe y — ef puisque ta ef — œ (fig. 130). 
X— 


IL Les asymptotes obliques , 
Supposons que la courbe y = f(x) a une asymptote oblique 


dont l'équation est 
y = kr + b. (1) 
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Déterminons les nombres k et b (fig. 131). Soit M (x, y) un point 
de la courbe et N (x, y) un point de l’asymptote. 
H H 


Fig. 130 Fig. 131 


La longueur du segment MP est égale à la distance du point M 
à l'asymptote. Par hypothèse 
lim MP =Q. (2) 
EE d 
Désignons par oe l'angle formé par l'asymptote et l'axe Or. Il vient 
du triangle NMP que 
MP 


NM = S 
cos p 


œ étant un angle constant ( différent de 2) , il vient de l'égalité pré- 


cédente que 
lim NM =0, (2) 


x— -+0 


et inversement, de l'égalité OG) découle l'égalité (2). Mais 
NM =|QM — QN \=l|y — yl =] f (z) — (kz + b), 
et l'égalité OG) devient 
lim [f (z) — kz — b] = 0. (3) 
rte 


Ainsi, si la droite (1) est une asymptote, l'égalité (3) a lieu, et réci- 
proquement, si les constantes k et b vérifient l'égalité (3), la droite 


y = kz -} beet une asymptote. 
Déterminons maintenant k et b. Mettons z en facteur dans 


l'égalité (3), nous avons: 
lim Ji lan 
z z 


x +00 
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Comme z —> + co, nous devons avoir 


lim (DS -r-t]=o. 
0 


rie T 


Mais comme b est constant, lim 


T 
ou 
k= lim Le. (4) 
x++æ T 
Connaissant k, nous trouvons b de l'égalité (3): 
b= lim Di — kz}. (5) 


Ainsi, si la droite y = kz + b est une asymptote, on trouve les 
coefficients k et b à l’aide des formules (4) et (5). es si les 
limites (4) et (5) existent, l'égalité (3) a lieu et la droite y = kz + b 
est une asymptote. Si l’une des deux limites (4) et (5) n ’existe pas, 
la courbe n’a pas d’asymptote. 

Remarquons que nous avons étudié cette question en nous réfé- 
rant à la figure 131 pour z > + oo, mais tous nos raisonnements 
sont également valables pour le cas où z ->— co. 

Exemple 4. Trouver los asymptotes de la courbe 

` 1+2z—1 
=. 

Solution. (D Cherchons les asymptotes parallèles à l'axe Oy : 

quand z->—0, y >+; 
quand zz +0, y —— oœ. 
La droite r=0 est, par conséquent, une asymptote parallèle à l'axe Oy. 

2) Cherchons AS asymptotes obliques : 

k= lim Le lim AtB LL lim [1425] 
X +00 z x40 Z X—æ+o0 z 
c'est-à-dire 
k=1, 


b= lim [y—z]= lim [ 
X4+00 x= +00 


= lim ZE lim [2-4]=2. 


X—++00 X—+ +00 


RP tai -:]= 


ainsi 
b=2. 
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Par conséquent, la droite 
y=2z+2 
est une EEN oblique de la courbe considérée. 
Pour étudier la position de la courbe par rapport à son asymptote, considé- 
rons la différence des ordonnées de la courbe et de l'asymptote correspondant 
à une même valeur de z: 


2+2r—1 1 
EE -6+29- ës EN 
. Pour z > 0 SS différence est négative, et pour z < 0 positive ; par conséquent, 
` pour z > 0 la courbe est disposée au- 
cssous et pour z < 0 au-dessus de son 
asymptote (fig. 132). 


Exemple 5. Trouver les asymp- 
totes de la courbe 


= e-Z.sin z + z. 


Solu tion. 4) Il est évident 

qu ‘il d a pas d'’asymptote parallèle à 
l'axe O 

2) Cherchons les asymptotes obli- 
ques : 


k= lim = lim 
ze TZ x4 
= lim [Eu], 


X-+—+-00 


ex sin cke 
z 


b= lim [esi —z]= 
d {ex sinxz+z—x] 
= lim exsinxz—0. 
Gre 
Par conséquent, la droite 
y =r 
est une asymptote oblique pour za + oo. 
La courbe considérée n'a pas d'asymptote pour zz — oo. En cffet, lim : 


X-°—00 


Fig. 132 


=x 
n'existe pas, puisque À =f sin z + 1 (le premier terme croît indéfiniment 
lorsque z — — œ et, par conséquent, la limite n'existe pas). 


$ 11. Schéma général de l'étude des fonctions 
et de la construction des graphiques 


L'étude des fonctions se ramène généralement à déterminer: 

1) le domaine naturel de définition de la fonction; 

2) les points de discontinuité de la fonction; 

3) les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction; 

4) les points de maximum et de minimum, ainsi que les valeurs 
maximales et minimales de la fonction; 
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5) les domaines de convexité et de concavité du graphique, les 
points d'inflexion; 

6) les asymptotes du graphique de la fonction. 

Cette étude permet de tracer le graphique de la fonction (il est 
parfois préférable d'esquisser les éléments du graphique parallèle- 
ment au développement de l'étude). 


Remarque 1. Si la fonction considérée y = f (x) est paire, 
c'est-à-dire que la valeur de la fonction ne change pas quand la 
variable indépendante change de signe, en d’autres termes, si 


f(—2) = f (2), 


il suffit d'étudier la fonction et de construire son graphique unique- 
ment pour les valeurs positives de la variable indépendante apparte- 
nant au domaine de définition. En ce qui concerne la partie du gra- 
phique correspondant aux valeurs négatives de la variable indépen- 
dante, il suffit de noter que le graphique d'une fonction paire est 
symétrique par rapport à l'axe des ordonnées. 

Exemple 1. La fonction y —2 est paire, puisque RB = (2°) 
(voir fig. 5). 

Exemple 2. La fonction y = cos z est paire, puisque cos (—z) = cos x 
(voir fig. 16). 


Remarque 2. Si la fonction y = f (x) est impaire, c'est-à- 
dire qu'elle change son signe quand la variable indépendante change 
de signe, en d’autres termes, si 


(äi = — Í (2), 


il suffit d'étudier les valeurs positives de la variable indépendante. 
Le graphique d’une fonction impaire est symétrique par rapport 
à l’origine des coordonnées. 

Exemple 3. La fonction y = x3 est impaire, puisque (—z)? = —2$ 
(voir fig. 7). 

Exemple A La fonction y = sin z est impaire, puisque sin (—z) = 
= —sin z (voir fig. 15). 


Remarque 3. Il est parfois préférable d’intervertir l'ordre 
des opérations à effectuer quand on entreprend l'étude d’une fonc- 
tion concrète, car certaines propriétés de la fonction permettent 
parfois d’en déduire d’autres. Par exemple, si nous avons déjà établi 
que la fonction considérée est continue et dérivable, et si nous avons 
déterminé les points de maximum et de minimum, par cela même 
nous avons déterminé les intervalles de croissance et de décroissance 
de la fonction. 


Exemple 5. Etudier la fonction 


et construire son graphique. 
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Solution. 1) Le domaine de définition de la fonction est l'intervalle 
—00 << x << + œ. Notons immédiatement que y < 0 pour x < 0 et que y > 0 
pour z > 0. 

2) La fonction est partout continue. 

3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction. En partant 
de l'égalité 

, 1 0 
T4 
nous trouvons les points critiques: 
TL = —1, Za = 1. 
Etudions la nature des points critiques : 
y' <0 pour z < —1, 
y > 0 pour z > —1. 
La fonction a donc un minimum au point x — —1: 


Ymin = Di = 4 = —0,5. 


y’ > 0 pour z<i, 
H <0 pour z > 1. 
Par conséquent, la fonction admet un maximum au point z = 1: 
Ymax = (Y)x=1 = 0,5. 
4) Déterminons les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction : 

H <0 pour — œ < z < —1, la fonction est décroissante: 

y’ > 0 pour —1 < x < 1, la fonction est croissante ; 

y! < 0 pour 1 <z < + œ, la fonction est décroissante. 


D'autre part. 


5) Déterminons les intervalles de convexité, de concavité et les points d’in- 
flexion de la courbe. 11 vient de l'égalité 
e (3—3) _ 


"gras" 


ki kg — V3, t2=0, äs V3. 
Etudions y” en fonction de z: 
pour — < x < —V 3 on a y" < 0, la courbe est convexe; 
pour — W3 < z < 0 on a y" > 0, la courbe est concave: 
pour 0 < x -< } 3 on a y” < 0. la courbe est convexe; 
pour V3 < z < + œ on a y” > 0, la courbe est concave. 


que 


Par conséquent, le point de coordonnées z = — W3, y = -y3 estun point d'in- 


flexion. On voit de même que les points (0, 0) et ( y3, E sont aussi des 
points d'inflexion. 
6) Déterminons les asymptotes de la courbe: 
pour z > + œ, y = 0; pour z -> —o0, y —+ 0. 
Par conséquent, la droite y — D est l'unique asymptote oblique. 
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` La courbe n'a pas d'asymptotes parallèles à l'axe Oy, car pour aucune valeur 
finie de z la valeur correspondante de la fonction ne tend pas vers l'infini. 
Le graphique de la courbe étudiée est représenté sur la figure 133. 


Exemple 6. Etudier la fonction 
y= er 
et construire son graphique (a > 0). 


Fig. 133 


Solution. 1)La fonction est définie pour toutes les valeurs de z. 
2) La fonction est partout continue. 
3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction: 


des ___ ha—3s 
"an yraa 
La dérivée existe partout, sauf aux points 
xı = 0 et zz = 24. 
Etudions les valeurs limites de la dérivée quand z — —0 et x — + 0 
TE à 
x»—0 3 p (2a— z)? z ' x40 E deep 


pour z < 0 on a y’ < 0; pour z >O ona y > 0. 

Par conséquent, la fonction a un minimum au point z — 0. La valeur de la 
fonction en ce point est égale à zéro. 

Etudions maintenant le comportement de la fonction dans le voisinage du 
second point critique zz — Ze, Quand z — Ze, la dérivée tend aussi vers l'infini. 
Toutefois, dans ce cas, la dérivée est négative pour toutes les valeurs de z suf- 
fisamment voisines de 2a (aussi bien pour les valeurs de z situées à gauche qu'à 
droite du point 2a). La fonction n'a donc pas d’extremum en ce point. Dans le 
voisinage du point ze = 2a, ainsi qu'en ce (Ré la fonction est décroissante ; 
la tangente à la courbe en ce point est parallèle à l'axe Oy. 


La dérivée s’annule pour z =7: Etudions ce point critique. Il vient de 
l'expression de la dérivée première que 
pour z<% on a y'>0, 


pour 2>+ on a y” < 0. 


ofe 


Par conséquent, la fonction admet un maximum au point z= 


2 
Umax = ga Va. 
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4) En utilisant les résultats de l'étude effectuée nous en déduisons les inter- 
valles de croissance et de décroissance de la fonction: 
la fonction cst décroissante pour — co < z < 0; 


la fonction est croissante pour 0 < z < í ; 


la fonction cst décroissante pour ia <r <+ 00. 


5) Déterminons les intervalles de convexité et de concavité de la courbe- 
ainsi que les points d'inflexion: la 
dérivée seconde 

Sa? 
Qx/3 (2a — x)? 
ne s'annule en aucun point; cepen- 
dant, clle a deux points de disconti- 
nuité Ai ce sont les points z, — 0 et 
Za = . 

Etudions le signe de la dérivée 
seconde dans le voisinage de chacun 
de ces points: 

pour z < 0, on a y” <0, la con- 
vexité de la courbe est donc orientée 
vers le haut; 

pour z > 0, on a y” < 0, la con- 
vexité de la courbe est encore orientée 
vers le haut. Fig. 134 

Le point d'abscisse z — 0 n’est 
donc pas un point d'inflexion. 

Pour z < 2a on a y” < 0, la convexité de la courbe est donc orientée vers 
le haut ; pour z œ> 2a on a y” > 0, la convexité de la courbe est orientée vers le 
bas. Le pont (2a, 0) est donc un point d'inflexion. 

6) Déterminons les asymptotes de la courbe: 


k= lim Le Iim ET V Z-1=-1, 
z T ZZ 


DN 


X— +00 X—++00 xX- 
: 55 S 2a13 — 23 +78 2a 
b= lim 2az3— z3- äm, ee SE 
ste Ir Se V'(2a73— 91 > Var La 3 
La droite 
2a 
=S 


est donc une asymptote oblique de la courbe y= ÿ Zezä z5, Le graphique 
de la courbe étudiée est représenté sur la figure 134. 


$ 12. Etude des courbes données sous forme paramétrique 
Soient 


DAG 
les équations paramétriques d'une courbe. 
Dans ce cas l'étude et le tracé de cette courbe se font de la même 
manière que pour une courbe donnée par l'équation 


y = f (2). 
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Calculons les dérivées 
dr ; 
Er D, 
D? (2) I 
(2) 
dy S 
— = t). 
= Ÿ (9 
Calculons la dérivée 
dy _ vo e 


dr g(t) 


pour les points de la courbe au voisinage desquels le graphique de 
cette dernière a pour équation y = f(x), où f (x) est une certaine 
fonction. 

Trouvons les valeurs du paramètre t = 4, t2, . .., D pour 
lesquelles l’une au moins des dérivées @” (et (?) s'’annule ou a 
un point de discontinuité. (De telles valeurs de £ seront dites valeurs 
critiques.) En vertu de la formule (3), on définit dans chaque inter- 
valle (41, £2), (£2, t3), - - -, (fn-1, tx) et, par conséquent, dans chaque 
intervalle (zx, z2), (£2, Z3), . . ., (Zr-1» zr) (où z; = ọ (t:)) le signe 
de A et par cela même on détermine les intervalles de croissance 
et de décroissance. Cela permet de déterminer la nature des points 
correspondant aux valeurs ĉi, t2, ..., D du paramètre. Calculons 
maintenant : 


Neid eme e 
Ex fe (of 


Cette formule nous permet de définir l’orientation de la convexité 
en chaque point de la courbe. 

Pour trouver les asymptotes, on cherche les valeurs de t telles 
que dans leurs voisinages soit x, soit y tend vers l'infini, et les va- 
leurs de ż telles que dans leurs voisinages z et y tendent simultané- 
ment vers l'infini. L'étude de la courbe se poursuit de la manière 
habituelle. 

Montrons sur des exemples certaines particularités de l'étude 
des courbes données sous forme paramétrique. 


Exemple 1. Etudier la courbe donnée par les équations 


= a cos? t, 
ls S 


Solution. Les grandei z et y sont définies pour toutes les valeurs de 
t. Mais, compte tenu de la périodicité des fonctions cos t et sin? + (leur période 
est égale à 27), il suffit de considérer la variation du paramètre t entre 0 et 27; 
x varie alors sur le segment [—a, a]l; le domaine de définition de la fonction y 
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est le segment [—a, a]. La courbe considérée. n’a donc pas d'asymptote. Nous 
trouvons ensuite: 


dr 


D — 3a cos? t sin t, A 
dy _ = 
= sin t cost. 
` s n 3n A 
Ces dérivées s’annulent pour t=0, Tr Mg 2. Déterminons : 
dy _ Sasintcost _ e 
Wees rela zët (8 


En utilisant les formules (2’), (3°), formons le tableau suivant : 


Signe Caractère de 

Domaine de Domaine de Beie de KO EL variation 
variation corres- | variation correspon- - 

variation de- pondant de x dant de y E De F 


o<t<$ a>z>0 0<y<a décroit 
<< 0>z>—a a>y>0 croît 


aere —a<z<0 0> y>—a décroît 


Zi Se 0<zx<a —a<y<0 croît 


Ce tableau nous montre que la relation OU") définit deux fonctions continues 
de la forme y = f (x) telles que pour 0 < t < xt on a y > 0 (voir les deux premiè- 
res lignes du tableau) et pour n < t < än on a y <0 (voir les deux dernières 
lignes du tableau). Il vient de la formule (3’): 


lim o 
ARL 
2 
et 
lim d ue, 
3n dz 
mrz 
La tangėnte à la courbe en ces points est parallèle à l’axe Oy. En outre 
w| zo Z| z- dy 
dt o dt na h dt E a 


La tangente à la courbe en ces points est donc parallèle à l’axe Oz. Nous 
trouvons ensuite : 


Kin PRES EREE, 
da ` 3a cost t-sint ’ 
14—1162 
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d'où nous concluons : 


pour O<t<rnona D 9 la courbe est concave, 


pour n<t<2r on a e <o, la courbe est convexe. 


Les résultats obtenus nous permettent de construire la courbe considérée 
(fig. 135). Cette courbe est appelée astroïde. 


Exemple 2. Construire la courbe donnée par les équations (folium de 
Descartes) 
3at 3al 


pue Voie ban 0 


D 
Solution. Ces deux fonctions sont défi- 
nies pour toutes les valeurs de 4, excepté t= 
= — Å. En outre, 
£ 3at 
\/ lim z= lim ees +o, 
Dee t10 1+P ne 


lim y= lim -————; 

Gei 110 1 +1 
Fig. 135 lim z—— lim = À 
t»—140 er d T 


D'autre part, remarquons que 
pour t=0 on a z=0, y=0, 
quand Lo on a z—0, y +0, 


quand f ——— œœ on a z —» 0, y +0. 


de ea (3—”) dy _ 3at(2—t) 


a aF aT UFO " 


Nous en déduisons les valeurs critiques suivantes pour t: 
1 
= —1, =0, da=—— 0 h= 2. 
1 t=Q, t3 Fe a= Ÿ 


Nous trouvons ensuite : 


De ee el ei 
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En nous servant des formules (1”), (2°), (3”), formons le tableau suivant : 


Caractère 


maine de ces de Domaine de e TA Pra 

variation correspon- | variation correspon- ey en 

variation de ¢ aon correspo dant de y o no fonction de x 
v=f (x 


0>y>—00 


—1 <1<0 — oo <r<0 +o>y>0 — décroît 
<< rs 0<z<aÿä 0<y<aÿ2 + croît 
secret? afZ>z>ap2lap 2<y<al4l — | décroit 
F2<t<+o| aÿ2>zr>0 aÿä>y>0 + croît 


Par conséquent, la courbe passe deux fois Leg l'origine des coordonnées (l'origine 


des coordonnées est un point double de la courbe, au voisinage de l'origine la 
courbe a deux branches) ; la première branche a une tangente parallèle à l'axe 
Oz et la seconde une tangente parallèle à l'axe Oy. 


D'autre part, H 
dy ES ° 
DI. =% 
x=ay 4 E 
Kb 
En ce point la tangente à la courbe est parallèle 
à l'axe Oy. 
dy 
= =0. 
KE Lef 2 . 
x-aÿ 3 Fig. 136 
v=ap à 
En ce point la tangente à la courbe est parallèle à l'axe Oz: Cherchons les 
asymptotes : 
k= lim Ë= lim 20t __, 
T Gin Ša (i 4-1) g 
: pta KT Jat ” 
b= lim -kz)\= l ET fl 
re teto- 18 E Fr] 


sj Bat (t 1-1) 1 _ ut __ 
tool 148 Ter ET ER 


Par conséquent, la droite y——z—a est une asymptote de l'une des bran- 
ches de la courbe quand x ++ co. 


a. 
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De même, nous trouvons : 
= lim #—-_1, 
X—+—00 z 


b= lim (y—kz)= —a. 


%X-+—00 


Ainsi, la droite y = —z — a est une asymptote de l’une des branches de la cour- 
be quand zx — œ. 
D'après l'étude qui vient d'être faite, nous pouvons tracer la courbe 


fig. 136). 
E? Certaines questions relatives à l'étude des courbes seront traitées au chapi- 
tre VIII, $ 19 « Points singuliers d’une courbe ». 


Exercices 


Trouver les extremums des fonctions: 
1. y =" — 2r + 3. Rép. Vmin = 2 pour z — À. 
2. v= — 2a 4 Se 1. Rép. Vmax = pour z = À, Vin = { pour z = 3. 
3. y = z3 — 9134+ 15x + 3. Rép. ymax = 10 pour z =1, ymin = — 22 pour 
z =J. 
=+ 274. Rép. Ymax = í pow z= +414, Ymin = 0 pour z =0. 
E OEA, Rép. Ymax =2 pour z sa, ymm = — 14 pour 
+ 2. 


= — 125z + 21607. Rép. max pour z = — 4 et z = 3, min pour 
= — 3 et z = 4. 


2 
7. y =2— (z — 1)?. Rép. ymar = 2 pour z =i. 
D 
8. y=3—2(z+ 1)?. Rép. II n'y a pas d'extremum. 


29. z 
9. vn EES, Rép. min pour z= V2, max pour z2=-- V2. 


10. jetata Rép. max pour ==. 

11. y—2e* + ex, Rép. min pour z= — 1282, 

12 y= TL Rép. ymin =£ pour x=e. 

13. y—cosz+sinz (— <:<F) e Rép. ymax= V2 pour z= +. | 


14. vn feel see )- Rép. max pour EE min pour z= 


6 
15. y=z4 tgz. Rép. Pas d'ertremum, 
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16. y=e*sinz. Rép. min pour sn Da max pour 2= in + n. 
17. y—zt—2r24 2. Rép. max pour z=0; min pour z= —íi et pour Zi, 
18. y—(z— 2) (21+ 1). Rép. ymin &—8,24 pour zë, 
19. EE Rép. min pour z—1; max pour z= —1. 
a 


« 
20. y =z? (a— zx}. Rép. fens = i5 pour zs Ymin =Q pour z=—0 et pour 


b2 2 as 


z=a. 
a 
21. y= + FETE Rép. max pour z= SR ; min pour z= STE: 


22. y=z+ V1—z. Rép. ymax =5/4 pour z=3/4; ymin—1 pour z=1. 
2 1 2 
23. y=z V1—z(r<1). Rép. Haas = 7 y Äre deeg 


24. V=- re Rép. min pour z= —1; max pour z=1. 


25. y=z Log z. Rép. min pour z—1/e. 26. y—zLog®z. Rép. Voss Ae? 
pour ss ECH ymin =0 pour Zeil, 

27. y=Logz—arctgz. Rép. La fonction croît. 

28. y=sin 3z—3sinz. Rép. min pour z—x/2; max pour z=3n/2. 29. y= 
= 2z -+-arc tg z. Rép. Pas d'extremums. 


30. y = sin z cos? z. Rép. min pour z=5: deux max: pour z = 


= arc cos Via pour x — arc cos (l-2). 


(ám+i)an (4m+3) n 
2 2 ` 


31. y=arc sin (sin z). Rép. max pour z= ` min pour z= 


Trouver la plus grande et la plus petite valeur des fonctions sur les seg- 
ments indiqués: 


32. y = — 324 + 6z? — 1 (—2 <z < 2). Rép. La plus grande valeur est 


y = 2 pour z = + 1, la plus petite valeur est y = —25 pour z = + 2- 
33. v=- 2+4 Se + 1 (—1 Lx <5). Rép. La plus grande valeur est 


=% pour z = 5, la plus petite valeur est DEE pour z = —1{. 


34. = (0 <z < 4). Rép. La plus grande valeur est y + pour z = 


= 4, la plus petite valeur est y — — 1 pour z = 0. 
35. y=sin 2r—zr (-5 <z <3) . Rép. La plus grande valeur est y = 
2 2 H 
pour z = — 5 la plus petite valeur est y = — © pour z = $. 


36. On désire faire une caisse sans couvercle de volume maximum en décou- 
pant et en pliant d'une manière appropriée des carrés égaux dans une 
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40. 


[TE 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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feuille de tôle de côté a. Quelle doit être la longueur du côté de ces carrés? 
Rép. +. 

Montrer que parmi tous les rectangles inscrits dans un cercle donné, lo 
carré a une surface maximum. Montrer aussi que le périmètre est maxi- 
mum pour le carré. 


Montrer que parmi tous les triangl:s isocèles inscrits dans un cercle don- 
né, le triangle équilatéral a un rérimètre maximum. 

Trouver parmi les triangles rectangles, dont l'hypoténuse est égale à h, 
celui qui a une surface maximum. Rép. La longueur de chaque côté est 


h 
nié à, 
s Vë 


Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphere de rayon R 
celui qui a un volume maximum. Rép. La hauteur de ce cylindre est 


2R 
ale à ——. 
ég Vë 
Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphère donnée de 
rayon R celui dont la surface latérale est maximum. Rép. La hauteur de 


ce cylindre est égale à R 12. 


Trouver parmi Îles cônes droits circonscrits à une ge de rayon R la 
hauteur de celui gui a un volume minimum. Rép. La hauteur est égale 
à 4R (le volume du cône est alors égal au double de celui de la sphère). 


L'intérieur d'un réservoir sans couvercle, dont le fond a la forme d'un 
carré, doit être recouvert de plomb. La capacité du réservoir est 32 1. 
Quelles doivent être les dimensions de ce voir pour que la quantité 
de plomb utilisé soit minimale ? Rép. Hauteur 0,2 m; côté de la base 
0,4 m (autrement dit, le côté de la base doit être le double de la hauteur). 


Un couvreur doit faire une gouttière de capacité maximale dont le fond et 
les côtés latéraux aient 10 cm de largeur ; de plus, les côtés latéraux doivent 
être également inclinés par rapport au fond. Quelle sera, en haut, la lar- 
geur de la gouttière? Rép. 20 cm. 

Démontrer que la fabrication d’une tente conique, de capacité donnée, 
exige une dépense de tissu minimum quand la hauteur de la tente est 2 
fois plus grande que le rayon de la base. 

On doit fabriquer un cylindre sans couvercle dont les parois et le fond 
ont une épaisseur donnée. Quelles doivent être les dimensions de ce cylin- 
dre, pour une capacité donnée, si l'on désire que la quantité de maté- 
riel employé soit minimale ? Rép. Si R désigne le rayon intérieur de la 

v 


base et v le volume intérieur du cylindre, alors R — R 


On doit fabriquer une chaudière en soudant aux extrémités d'un cylindre 
deux demi-sphères. Les parois de la chaudière ont une épaisseur constante. 
Pour un volume donné v de la chaudière, comment procéder pour me la 


surface extérieure soit minimale ? Rép. La chaudière doit avoir la forme 
d'une sphère de rayon intérieur R = Zee 


Construire un trapèze isocèle de périmètre minimum pour une surface S 
donnée ; l'angle de base est égal à o Rép. La longueur des côtés latéraux 


est égale à Sue” 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


57. 
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Inscrire dans une sphère de rayon Run prisme triangulaire régulier de volu- 
me maximum. Rép. La hauteur du prisme est égale à —— 


V3” 
Circonscrire un cône de volume minimal à une demi-sphère de rayon R. 
La base de ce cône coïncide avec le plan diamétral de base de la demi- 
sphère. Calculer la hauteur de ce cône. Rép. La hauteur du cône est égale 


à R V3. 


Circonscrire un cône droit de volume minimal à un cylindre de rayon r en 
supposant que leurs bases soient dans un même plan et que les centres de 


ces dernières coïncident. Rép. Le rayon de la base du cône est égal à SZ r. 


Découper un secteur dans un cercle de carton de rayon R de manière qu’en 
l'enroulant on obtienne un entonnoir de capacité maximum. Rép. L'angle 


au centre de ce secteur est égal à 2x V+: 
Parmi tous les cylindres circulaires inscrits dans un cube d'arête a, dont 
l'axe coïncide avec la diagonale du cube et dont les cercles de base sont 
tangents aux faces du cube, trouver celui qui a un volume maximum. 


Rép. La hauteur du cylindre est égale à £ Ve 


Ce le rayon de la base est 


a 


égal à —=. 
ega Vë 


Soit dans le plan un système orthogonal de coordonnées et un point (zo, 
Yo) pris dans le pe quadrant. Mener une droite nt par ce point 
de manière qu'elle forme avec les directions positives des axes de coordon- 
nées un triangle de surface minimum. Rép. L'équation de la droite est 
ARS EL EE g 
2% "Zu " 
Soit un point donné sur l'axe de la parabole y? — 2pz et situé à la distan- 
ce a du sommet de cette parabole. Trouver l'abscisse du point de la courbe 
le plus proche de ce point. Rép. z = a — p. 


On estime que la résistance d'une poutre KEE est proportion- 
nelle à sa largeur et au cube de sa hauteur; trouver la largeur de la poutre 
la plus résistante que l'on peut obtenir d'un tronc de 16 cm de diamètre. 
Rép. La largeur est égale à 8 cm. 


Un bateau est au mouillage à 9 km du point le plus proche de la côte. 
Un messager doit parvenir au plus vite à une localité située à 15 km du 
point de la berge le plus proche du bateau. Etant donné qu'un messager 
arcourt 5 km à l'heure à pied et 4 km à l'heure en canot, en quel point de 
a berge doit-il accoster pour arriver au plus vite à cette localité ? Rép. 
A 3 km de la localité. 


Un point matériel se déplace dans le plan à la vitesse v, en dehors de la 
ligne droite MN et à la vitesse ps sur cette ligne. Quel chemin doit-il 
parcourir pour accomplir, dans le temps le plus court, le trajet AB, si B 
est un point de la ligne MN ? La distance du point A à la ligne MN est 
égale à h, la distance entre le point B et la projection o du point A sur la 
ligne MN est égale à a. Rép. Si ABC est le chemin parcouru, alors 

oC D …. aB Di 


= 2 LR 
"AC  ù AB Se BEE A5 n° 
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59. On soulève un poids w à l’aide d’un levier du premier genre. Le fardeau se 
trouve à la distance a cm du point d'appui; chaque tronçon de levier de 
1 cm de longueur pèse v grammes. Quelle doit être la longueur du levier 
pour que la force nécessairé pour soulever le poids soit minimale ? Rép. 


z= y E em. 


60. Les mesures successives d’une gra 1deur z inconnue ont donné les résultats 

suivants: Zi, Ze, ..., 2. Montrer que la somme des carrés des écarts 

(z — z} + (z — z2) + . .. -+ (£ — z)? sera minimale si l'on choisit 
tzt... + | 


n 


61. Afin de réduire au maximum le frottement d'un fluide contre les parois 
d’un canal, on conçoit ce dernier de manière que la surface de contact soit 
minimale. Montrer que la forme idéale d’un canal parallélépipédique 
ouvert, dont l'aire de la section transversale est donnée, est obtenue quand 
la largeur du canal est double de la hauteur. 

Déterminer les points d'inflexion et les intervalles de convexité et de 
concavité des courbes: 


62. y = z’. Rép. Pour z < 0 la courbe est convexe et pour z œ> 0 concave; 
z — 0 est un point d'inflexion. 


63. y = 1 — z?. kép. La courbe est partout convexe. 

64. y = 2x3 — 323 — 97 + 9. Rép. Point d'inflexion pour z — 1. 
65. y—(z—b}3. Rép. Point d'inflexion pour z =b. 

66. y—zxi, Rép. La courbe est partout concave. 


zt 
CH 


67. = ET Rép. Point d'inflexion pour r= + 


68. y=tgr. Rép. Point d'inflexion pour z=nn. 

69. y=ze-*. Rép. Point d'inflexion pour z=—2. 

70. y=a—ÿz—6. Rép. Point d'inflexion pour z=b. 

71. y=a—y(z—b)5. Rép. La courbe n'a pas de point d'inflexion. 
Trouver les asymptotes des courbes suivantes : 


72. y = . Rép. z=1; y=0. 


æ—1 
1 
(z+2) 


3 
74. reiege: Rép. z=b; y=c. 


73. y = , Rép. r= —2; y=0. 


75. y—el/*__ 1. Rép. 2=0; y=0. 
76. y—Logz. Rép. z—0. 77. yS$=—6273 +23. Rép. y—x +2. 


zs 
GEES Rép. z= 22. 


80. y? (z—2a)—=23 — 08, Rép. Zen 22, y= + (z +a). 


78. y3 =a3—z3. Rép. y+ z=0. 79. y= 
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Etudier le comportement et construire le graphique des fonctions : 
1 


81. y=24— 27 +10. 82. EE 83. y=e SI 

A = Er 85. y= +2. 86. y =— T: 
GEN 88. ke GC 89. up 

90. y = =. . 91. y= 7+2. 92. y=1— YS Fi. 
93. y = = 94. y= ze". 95. y=nte ST, 

96. y=z— Log (z+ 1). 97. y = Log (73+ 1). 98. y = sin 3z. 

99. y—z+sinz. 100. y=zsinr. 101. y—e*sinz. 

102. y= Logsinz. 103. y— LEZ. 104. | REN 
ml wl wl 


£xercices supplémentaires 
Trouver les asymptotes des courbes : 


z3 
108. y = d 


y=z—1. 109. y=z+e-*. Rép. y=z. 


« Rép. r= —1; 


110. 2y (z+1)3=23. Rép. z= —1; v=4 z1. 
DI. y3=a3— z3. Rép. Pas d'asymptotes. 112. y =e-3% sin z. Rép. y=0. 
113. y =e" sin 2r-4+z. Rép. y =z. 
H 1. 1 

114. y =z Log (c++) , Rép. z=—7 > y=z+—. 

1 

Ken 3 2t n 
115. Ha Ze? e Rép. z=0; y =z. 116. EE Per ni = x Rép. y= 


1 1 
Stg 


Etudier le comportement et construire le graphique des fonctions : 
117. y=| z|. 118. y—Log|z]. 119. y2—23—z, 
120. y = (x41)? (1—2). 121. y=z+|z]|. 122 y= air. 


piima A 
123. y=13 Vz F1. 124. = —Logz. 125. w5 Log z. 


[CH. v 


(0<z<2). 
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ue À E Log z 
126. y =. 127. y = EE 128. y—r+ SSC 

1 
129. y--z Logz. 130. y—e*-2x. 131. y—]sin 37|. 
132. y LLES 133. y =x arc tgz. 134. y =x —2 arc tg z. 
135. y=e %* sin 3x. 136. y =| sinz |4- z. 137. y —sin (z2). 
138. y =cos? ` sin z. 139. vn EHS. 
mv ZEL, mm. sie (SHEI) SEL seh 
2. 2 2 
— z—|z| eis n 
1 1 

143. y =-7 (3z ilzl) 1i. 144 y=--(8(—1)+12— 11141 


Chapitre VI 


COURBURE D'UNE COURBE 


$ 1. Longueur de l'arc et sa dérivée 


Supposons que l'arc de courbe MoM (fig. 137) soit le graphique 
de la fonction y = f (x) définie dans l'intervalle (a, b). Définissons 
la longueur de l'arc de courbe. Prenons sur la courbe AB les points 
Mo M, M, sx ei Mi-u Mi, se en Ai. A M. En joignant ces points 
par des segments de droite nous obtenons une ligne polygonale 
MoM1M3 ` e MMi <ia Mh-1M inscrite 
dans l'arc MoM. Désignons par P, la lon- M M M 
gueur de cette ligne polygonale. 

On appelle longueur de l'arc MoM (et 
l'on désigne par s) la limite vers laquelle 


tend la longueur de cette ligne polygonale 

quand la longueur du plus grand des seg- Mo 
ments M,-,M, constituant cette ligne tend M 
vers zéro si cette limite existe et ne dépend Fig. 137 


pas du choix des sommets de la ligne poly- 
gonale MoMiMa . -. MiaMiı ... Mn1M. 
Remarquons que cette définition de la longueur d'un arc de cour- 
be quelconque est analogue à celle de ia longueur de la circonférence. 
Nous montrerons au chapitre XII que si la fonction f (x) et sa 
dérivée P (x) sont continues sur le segment Io, b], l'arc de la courbe 
y = f(x), compris entre les points la, f (a)] et [b, f (b)l, a une lon- 
gueur bien déterminée que l'on peut calculer à l'aide de formules 
appropriées. On démontrera dans ce même chapitre que sous les 
conditions citées plus haut le rapport de la longueur de l'arc à la 
longueur de la corde correspondante tend vers l'unité, quand la 
longueur de la corde tend vers zéro, c’est-à-dire 
PS 


lim Jongueur MoM _, 
MoM0 longueur MoM 
On peut facilement démontrer ce théorème pour la circonféren- 
ce *), cependant pour le cas général nous l’admettrons pour le 
moment sans démonstration. 
*) Considérons l'are AB correspondant à Vangie au centre 2a (fig. 138). 


La longueur de cet arc est égale à 2Ra (R désigne le rayon du cercle); la lon- 
gueur de la corde correspondante est 2R sin a. C'est pourquoi 


lim longueur AB — lim 2Ra Z 
a>0 longueur AB ` op 2R sin a 


1. 


` 
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Considérons le problème suivant. 

Soit y = f (z) l'équation d'une courbe du plan Ozy. 

Soient Mo (zo, Yo) un point donné pris sur cette courbe et M (x, y) 
un point variable de cette courbe. Désignons par s la longueur de 
l'arc MoM (fig. 139). 


Fig. 138 


Quand l'abscisse z du point M varie, la longueur s de l'arc varie 
également ; elle est, par conséquent, une fonction de z. Calculons 


la dérivée de s par rapport à z. 
Donnons à z un accroissement Az. L'arc s subit alors un accrois- 


sement As = longueur MM. Soit MM, la corde qui sous-tend cet 
arc. Pour trouver la limite SE e procédons de la manière 
suivante : nous tirons du triangle MAM AO: 

MM? = (ax) + (Au). 


Multiplions et divisons le premier membre par As: 
Sr 
(24) «AÊ = (Az) + (Auf. 
As 
Divisons les deux membres de l'égalité par Ad: 
SAIT 2 2 
COTE 
As Az Az 


Trouvons la limite du premier et du second membre quand Ar —+ 0. 


Comme lim ZS =1 et lim Ay du nous avons: 
Miro Aë 8x0 dr 


GI 
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ds y EI 
——= | 1 =]. 1 
ES + (1) 
Nous trouvons l'expression suivante pour la différentielle de l'arc 


= V1 + (2) à o 


= Var + dy’. (2) 


Nous avons trouvé l'expression de la différentielle de la longueur 
de l'arc pour une courbe dont l'équation est y = f (x). Toutefois, 
la formule (2’) est valable également dans le cas où la courbe est 
exprimée par des équations paramétriques. 

Si les équations paramétriques de la courbe sont: 


z = (i), y = d, 


dr = Idi, dy = WI dt, 
et l'expression (1 se met sous la forme 


= Vig OF + [Y WF dt. 


§ 2. Courbure 


Un des éléments qui caractérisent la forme d’une courbe est son 
degré de flexion, d'incurvation. Soit donnée une courbe qui n'a pas 
de points doubles et qui a une tangente déterminée en chaque point. 
Menons les tangentes à la courbe en deux points quelconques À et B 
et désignons par o l’angle formé par ces tangentes ou, plus exacte- 
ment, l’angle de rotation de la tangente quand on passe du point A 
au point B (fig. 140). On appelle cet angle angle de contingence de 
l'arc AB. De deux arcs de même longueur, le plus incurvé est celui 
dont l’angle de contingence est le plus grand (fig. 140 et 141). 

D'autre part, on ne peut pas évidemment caractériser le degré 
d'incurvation des arcs de courbe de longueurs différentes en se basant 
uniquement sur l'angle de contingence. Par conséquent, la caracté- 
ristique complète de la courbure d’une courbe quelconque sera le 
rapport de l'angle de contingence à la longueur de l'arc corres- 
pondant. 


ou 


ou *) 


alors 


*) A vrai dire la formule (2’) n'est juste que si dz > 0. Si dz < 0, alors 
d = — Var Fd. C'est pourquoi, il est plus juste d'écrire dans le cas géné- 
ral : 
las|= Var + dy?. 
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Définition 1. On appelle courbure moyenne Km de l'arc 


AB le rapport de l'angle de contingence correspondant o à la lon- 
gueur de l'arc qu'il sous-tend : 


La courbure moyenne des différents arcs d'une courbe peut varier 
avec l'arc choisi; ainsi, la courbure moyenne des arcs AB et A,B, 


B 


Fig. 140 Fig. 141 Fig. 142 


de la courbe représentée sur la figure 142 n est pas égale, bien que 
ces arcs soient d’égale longueur. De plus, le degré d'incurvation de 
cette courbe varie de proche en proche. C'est pourquoi, afin de carac- 
tériser Je degré d'incurvation d'une courbe donnée dans le voisinage 
immédiat d'un point À donné, nous introduisons 
la notion de courbure en un point. 


Définition 2. On appelle courbure de 
la courbe au point A et on note Ka la limite 
vers laquelle tend la courbure moyenne de l'arc 


AB quand la longueur de cet arc tend vers zéro 
(c'est-à-dire quand B s'approche *) indéfiniment 
du point À): 


e $ a 
Fig. 143 Ka = lim Km = lim Do 
B>A AB-—+0 AB 


Exemple. Etant donné un cercle de rayon r: {) déterminer la courbure 


moyenne de l'arc AÈ correspondant à l'angle au centre a (fig. 143) ; 2) déterminer 
la courbure au point A. 


*) Nous supposons que la valeur de la limite est indépendante du choix du 
point variable B (à gauche ou à droite du point A). 
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Solution. 1) Il est évident que l'angle de contingence de l'arc AB est 
égal à a et que la longueur de cet arc est S e à ar. Par conséquent, 


ar 
ou i 
Kn=-. 
2) La courbure au point À est égale à 
K= lim———. 
ar r 


Ainsi, la courbure moyenne d’un arc du cercle de rayon r ne dépend pas de 
la position et de la longueur de cet arc: elle est égale pour tous les arcs à Së 
De même, la courbure du cercle en un point donné ne dépend pas de la position 
de ce point et elle est aussi égale A F 


Remarque. Notons que pour une courbe quelconque la cour- 
bure peut généralement varier quand on passe d’un point à l'autre. 
C’est ce que nous verrons par la suite. 


§ 3. Calcul de la courbure 


Nous allons établir une formule qui nous permettra de calculer 
la courbure en chaque point M (x, y) d’une courbe. Nous supposerons 
que dans un système de coordonnées 
cartésiennes la courbe est donnée par 
une équation de la forme 


y =f (1) (1) 


et que la fonction f (x) a une dérivée 
seconde continue. 

Menons les tangentes à la courbe 
aux points M et M, d’abscisses x et 
x + Ac et désignons par ọ et ọ + A 
les angles formés par ces tangentes Fig. 144 
avec l'axe Ox positif (fig. 144). g 

en 

Désignons par s la longueur de l'arc MoM comptée à partir d'un 

point donné Mo (on l'appelle parfois l'abscisse curviligne du point 


M); alors As = MoM: — MoM, et | As | = MM. 
On voit immédiatement de la figure 144 que l'angle de contin- 


gence correspondant à l'arc MM, est égal à la valeur absolue *) de la 
différence des angles e et og + Ae, c'est-à-dire qu'il est égal à | Ag |. 


+) Il est évident que pour la courbe représentée sur la figure 144 | A | = 
= Ap puisque Ap > 0. 
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En vertu de la définition de la courbure moyenne, nous avons 
pour l'arc MM:: 

Ka= DÉI _ Ag 

[As] As 

Pour calculer lacourbure au point M, il faut trou- 


ver la limite de cette expression quand la longueur de l'arc MM, 
tend vers zéro: 
Ae 


As 


Comme ọ et s dépendent de z (sont des fonctions de x), nous pou- 
vons considérer o comme une fonction de s et supposer que cette 
fonction est exprimée par des équations paramétriques à l’aide du 
paramètre x. Alors 


K = lim 
As—>0 


lim 294 
As—0 As ds 
et, par conséquent, 
de 
x=[# | (2) 
Pour calculer = utilisons la formule de dérivation des fonctions 
paramétriques: 
E 
Ze de, 
ds ée 
dz 


Pour exprimer i à l'aide de la fonction y = f (x), remarquons 


que tgọ = y et, par conséquent, 


Dérivons cette égalité par rapport à z; nous avons: 
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En ce qui concerne la dérivée S , nous avons déjà trouvé au $ 1, 


= 1 ( e 


C'est pourquoi 


dy 
dé 
EN ai dy 
Ae e Ta) a 
Her SIE ER 
ES 1+(2) + 
ou, puisque K = = , nous trouvons en définitive: 
dy 
K= dè (3) 


Par conséquent, en tout point de la courbe où la dérivée seconde 
SE existe et est continue, on peut calculer la courbure à l’aide de la 
formule (3). Notons que, au cours du calcul de la courbure, on affecte 
du signe plus la racine du dénominateur puisque la courbure est, 
par définition, une quantité non négative. 

Exemple 1. Déterminer Ia courbure de la parabole y? = 2pr: 


a) en un point RE M (z, y); 
b) au point M, (0, 0 


c) au point M: (£ P} 
Solution. Trouvons les dérivées première et seconde de la fonction 
y= V?pr: 
C SEE A EE 
Vëss ` dA (pr 


En substituant ces expressions dans la formule (3), nous trouvons : 


a) 
gi pe =: 
Crete 
15—1162 
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b) 
©) 


Exemple 2. Déterminer la courbure de La droite y = ax + ben un 
point arbitraire M (z, y). 


Solution. 
H =a, y” = 0. 


En vertu de la formule (3) nous avons: 
K = 0. 


La droite est donc « une courbe de courbure nulle ». Ce résultat peut être faci- 
lement retrouvé en partant de la définition même de la courbure. 


$ 4. Calcul de la courbure des courbes sous forme paramétrique 
Soient 
z=ọ(, y —=v(t) 
les équations paramétriques d'une courbe. 
Alors (voir $ 24, ch. III): 
d eu dy ce ge 
d ei de WI 
En substituant ces expressions dans la formule (3) du paragraphe 
précédent, nous avons: 
dE SG ST | = 
Exemple. Déterminer la courbure de la cycloïde 
z =a (t — sin t), y =a (1 — cos t) 
en un point arbitraire (z, y). 
Solution. 


dz ` dir _ dy _ a dn 
= 44—cos D, Kegel sin 4, “sin LA -jz = cost. 
En substituant ces expressions dans la formule (1), nous avons : 


__Ia(f—cost)acost—asint-asint| Dä 
| a2 (1 — cos £)? + a? sin? t Di 
lcost—1| 1 


Pa (1—cost)/? 2a (1—cos ¢)"/3 sal i 


K 
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$ 5. Calcul de la courbure des courbes en coordonnées polaires 
Supposons que la courbe soit donnée par l'équation 
p = f (6). (1) 


Ecrivons les formules de passage des coordonnées polaires aux 
coordonnées cartésiennes : 


z = pcos6, } o 


y—=psine. 


En remplaçant dans ces formules p par son expression en fonction 
de 6, c'est-à-dire par f (8), nous avons: 


x= f(8)-cos8, ) 


y = DÉI sin, (3) 


On peut considérer ces équations comme les équations paramétri- 
ques de la courbe (1) avec 6 pour paramètre. 


Alors, 
EE E Ga tot 
dð dð dð dð 
dx čp dp 
— =— cos0 — 2—- sin0 — 6, 
a E os ES in pcos 
Si -5 sinð + SE e —psinð. 


En substituant les expressions ci-dessus dans la formule (1) du 
paragraphe précédent, nous en déduisons une formule permettant 
de calculer la courbure d'une courbe en coordonnées polaires: 


1P + 2p? — pp" | 
Ke EE RE, Go 
+p’ 
Exemple. Déterminer la courbure de la spirale d’Archimède p= a0 
(a > 0) en un point arbitraire (fig. 145). 


Solution. 


Par conséquent, 
[a202-i-2a2| 1 62+2 


228 COURBURE D'UNE COURBE ICH. VI 
oo 


Remarquons que pour les ndes valeurs de 6 sont vérifiées les égalités 
approchées balvana di 


0+2 GESI 
GU sel, pr ii 


c'est pourquoi, en remplaçant dans la formule précédente 6? + 2 par 6? et 


A $ 1 par 0°, nous en déduisons une formule approchée (pour les grandes valeurs 
e 6): 

ban ed 

Ta (ah ` ai" 


Ainsi, la spirale d'Archimède a, pour les grandes valeurs de 6, la même 
courbure qu'un cercle de rayon a8. 


$ 6. Rayon et cercle de courbure. Centre de courbure. 
Développée et développante 


Définition. On appelle rayon de courbure d'une courbe en 
un point donné M la grandeur R égale à l'inverse de la courbure K 
de cette courbe en ce point: 


- 1 
Ee (1) 
ou 
Auch Zi 
HE) 
dé 


Menons au point M de la courbe la normale (fig. 146), orientée 
dans le sens de la concavité de cette courbe, et portons sur cette 
normale le segment MC égal au rayon de courbure R de cette courbe 
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au point M. Le point C est appelé centre de courbure de cette courbe 
au point M, et le cercle de rayon R et de centre au point C (passant 
par le point M) cercle de courbure de cette courbe au point M. 


Fig. 146 Fig. 147 


Il découle de la définition du cercle de courbure qu'en un point 
donné, la courbure de la courbe est égale à celle du cercle de courbure. 
Etablissons les formules définissant les coordonnées du centre 
de courbure. 
Soit 
y = fÍ (2) (3) 


l'équation de la courbe. 

Fixons sur la courbe un point M (z, y) et déterminons les coor- 
données œ et f du centre de courbure correspondant à en point 
(fig. 147). Pour cela formons l'équation de la normale à la courbe 
au point M: 


(X i Y désignent les coordonnées courantes d'unu point de la nor- 
male). 

Le point C (a, B) étant sur la normale, ses coordonnées doivent 
vérifier l'équation (4): 


ire Lo o 
H 


La distance du point C (æ, P) au point M (x, y) est égale au 
rayon de courbure R: 


(& — z1} + (B y) = R. (6) 
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En résolvant les équations (5) et (6) nous déterminons o et B: 


(a — 1) + ais R, 


2 
ph R; 
(a — x) ES 
d'où 
ee Ve ph B= y F——— R. 
ëm 
Mais comme R = ETA, alors 
e Sé 2 
amr Ot) poy pt, 
Iyl PA 


Pour savoir quel signe nous devons prendre dans ces dernières 
formules, nous aurons à considérer deux cas: y” > 0 et He. 
Si y” > 0, la courbe est concave en ce point et, par conséquent, 
B œ> y (fig. 147), donc nous devrons prendre les signes d'en bas. 
Comme dans ce cas | y” | = y”, les formules des coordonnées du 
centre de courbure seront les suivantes: 


PR EE, 


a = 
g (7) 
2 

p=y p EL. 


y 


On peut démontrer, d'une manière analogue, que les formules (7) 
sont valables également dans le cas où y” < 0. 
Si la courbe est donnée par des équations paramétriques 


z = ọ (t), y =y (t), 


on peut aisément déterminer les coordonnées du centre de courbure 
à partir des formules (7), en rempaçant dans ces dernières y’ et y” 
par leurs expressions correspondantes en fonction du paramètre: 
: e o x, ” =r be 
y =; y= tyt S Ve 
Ti Tt 
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Alors 

MAT» 
ry — ry 
x (z? +y’) 


ry” -ry | 


LEE 


(7) 
B= y + 


Exemple 1. Déterminer les coordonnées du centre de courbure de la 
parabole 
y? = 2pz 
a) en un point arbitraire M (z, y); 
b) au point Mo (0, 0); 
c) au point M, GG . p). 


2 
Solution. En substituant les valeurs correspondantes de A et SÉ 


dans les formules (7), nous avons (fig. 148): 
3/2 
a) u = 3x + p. B = Le 

b) pour z = 0 on trouve: & = PB = 0; 


c) pour z = $on a: TE B = —p. 


Si au point M, (x. y) la courbure de la courbe n’est pas égale à 
zéro, il correspond à ce point un centre de courbure bien déterminé 


Fig. 148 Fig. 149 


C: (œ, P). L'ensemble de tous les centres de courbure d'une courbe 
son litoe une nouvelle courbe appelée développée de la courbe con- 
sidérée. 

Ainsi, on appelle développée d'une courbe le lieu géométrique 
des centres de courbure de cette courbe. La courbe en question est 
alors appelée développante. 
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Si la courbe est donnée par l'équation y = f (x), on peut alors 
considérer les équations (7) comme les équations paramétriques de la 
développée, avec x pour paramètre. En éliminant le paramètre x 
de ces équations (si cela est possible), on en déduit l'expression de la 
dépendance directe entre les coordonnées courantes œ et f de la 
développée. Si la courbe est donnée par des équations paramétriques 
xz = ọ (t), y = db (t), les équations (7°) seront alors les équations 
paramétriques de la développée (puisque les quantités x, y, x’, y’, 
x”, y” sont des fonctions de t). 

Exemple 2. Trouver l'équation de la développée de la parabole 

y = 2pz. 

Solution. En nous servant des résultats de l'exemple 1, nous pouvons 
écrire pour tout point arbitraire (z, y) de la parabole: 

a=3z+p, 


(22)°/2 

Ee 

Vp 

En éliminant le paramètre z entre ces deux relations, nous trouvons: 


8 
WE E 
B Zp (a— p}s. 
C'est l'équation d'une parabole semi-cubique (fig. 149). 


Fig. 150 


Exemple 3. Trouver l'équation de la développée de l’ellipse définie 
par les équations paramétriques 


z =a cos t, y = b sin t. 
Solution. Calculons les dérivées de z et y par rapport à t: 
z' = — asint, H =b cos t; 
z" = —a cos t, y” = —b sin t. 
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En substituant l'expression de ces dérivées dans la formule (7’), nous avons: 
2 i b cos t (a? sin? t -4-b3 cos? t) ` 
AA bsn? tF abcostt _— 
=a cos t— a cos tsin? 1— À coe t= (+) cos? t. 
Ainsi, ji 
= —_— 3 
Ki Le z ) cos? t. 
Nous trouvons d’une manière analogue ` 
A 
Bas (è +) singt, 


En éliminant le éise t, nous en déduisons l'équation de la développée 
de l'ellipse sous la forme 


a \%s, (bis faî—b3\1,/3s 
(6) +)" ) 
a et B sont ici les coordonnées courantes de la développée (fig. 150). 
n y 


Fig. 151 


Exemple 4. Trouver les équations paramétriques de la développée de 
la cycloïde 
z =a (t — sin t), 
y =a 1 — cos t). 
Solution. ; 
x' = a (i — cos t), y’ =a sin t; 


z" =a sin t, y” = a cos t. 
En substituant les expressions trouvées dans la formule (7°) nous avons: 
a =a (t + sin t), B = —a (1 — cost). 


Procédons à un changement de variables en posant 

œ = § — na, P = — 2a, t =t — 1; 
les équations de la développée se mettent alors sous la forme 

Ẹ =a (t — sin 1), n = a (1 — cos q). 
Par rapport aux coordonnées Eet n ces équations définissent une cycloïde engen- 
drée par une circonférence de même rayon a. Ainsi, la développée de la cycloïde 
est la même cycloïde mais qui a subi une translation —na dans le sens de l'axe 
Or et —2a dans le sens de l'axe Oy (fig. 151). 
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$ 7. Propriétés de la développée 


Théorème 1. La normale à une courbe donnée est la tangente 
à sa développée. 


Démonstration. Le coefficient angulaire de la tangente 
à la développée définie par les équations paramétriques (7) du pré- 
cédent paragraphe est 


ob 
ob. de 
da de 
dr 
En remarquant que [en vertu de ces mêmes équations (7)} 
da H 3y"?y 2 yy” = yy” vs j Ee Sch y” —y "uc o 
dx vi y? ? 
dœ Elei y e SES Dë) er o 
dr vi | 
nous en déduisons la relation 
B4 
da H 


Mais y’ est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe au point 
correspondant. Par conséquent, il découle de cette dernière relation 
que la taugente à la courbe est perpendiculaire à la tangente à la 
développée de cette courbe au point correspondant; en d’autres 
termes, la normale à la courbe est la tangente à la développée de 
cette courbe. 


Théorème 2. Si le rayon de courbure varie d'une façon mono- 
tone (c'est-à-dire en restant croissant ou décroissant), dans une certaine 
partie MAM, de la courbe, l'accroissement de la longueur de l'arc de la 
développée dans cette partie de la courbe est égal (en valeur absolue) à 
l'accroissement correspondant du rayon de courbure de cette courbe. 


Démonstration. En vertu de la formule (2°) du § 1, 
ch. VI, nous avons: 
dei = da? + dëi, 
où ds est la différentielle de la longueur de l'arc de la développée: 
il vient, par conséquent, 


Durs 
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En substituant dans cette dernière relation les expressions (1) 
et (2), nous avons 


2 e re ef eee 
LI a+ (2 E JE 3 
z D 


dr 
cl CH 
SHELL, alors SHEI 


dR 2 
Calculons maintenant (T) . Comme 


Dérivons, par rapport à x, les deux membres de cette égalité; nous 
trouvons après avoir effectué les transformations adéquates 


AR 20+ y’ Guy" y" —vy") 
dz Cu 


Divisons les deux membres de cette égalité par 2R = 


2R 
20 ER 


nous avons: 
AR A+ VV wee y) 
dz y”? 
En élevant au carré, nous avons: 
daR 2 S 3y' y? — EE CHAT: 
(£) TT E | ui 
dr D 


Des équations (3) et (4) nous tirons: 


KM 


d'où 


Par hypothèse a ne change pas son signe (R est soit croissant, 
NEE r ds F F 
soit décroissant), par conséquent, zg Conserve également son signe. 


Prenons pour fixer les idées = <0F>0 (ce qui correspond à 


d. 
P aR ds 
la fig. 152). Par conséquent, hk 
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Soient z, et zs les abscisses des points M, et M,. Appliquons le 
ai pi de Cauchy aux fonctions s(x) et R (x) sur le segment 
Lis Lol: 


st Je 
RG) Re) IER == 
d CS? 


où Ẹ est un nombre compris entre z, et ze (Tı < Ee T2). 
Posons (fig. 152): 
8 (T2) = 52 S Pl = $s, 
R (z2) = Ra R (x) = Ru, 
Alors 25L 
2 R; 
S — $ = — (R: — Ri). 
Mais cela signifie que 
|s — sı | = | R2— Ril. 


= — í ou 


On démontrerait, d’une manière 
identique, cette égalité pour le cas où 
le rayon de courbure serait croissant. 

Nous avons démontré les théorèmes 
4 et 2 dans le cas où la courbe est dé- 
finie par une équation explicite y = 


T}. 
Fig. 152 Ces théorèmes sont également va- 
lables dans le cas où la courbe est défi- 
nie par des équations paramétriques. La démonstration est identique. 


Remarque. Indiquons un procédé mécanique élémentaire 
permettant de construire la courbe (développante) à partir de sa 
développée. 

Donnons à une règle flexible la forme de la développée CoCs 
(fig. 153). Supposons qu'un fil inextensible, dont l'une des extré- 
mités soit fixée au point Co, épouse la forme de la règle. Si nous 
déroulons le fil tout en le gardant tendu, l’autre extrémité décrira 
la courbe M,Mo qui est la développante. C'est d’ailleurs cette pro- 
priété qui a donné à la courbe le nom de développante. Op peut 
démontrer, en s'appuyant sur les propriétés de la développée éta- 
blies plus haut, que la courbe ainsi tracée est bien la développante. 

Remarquons également qu’à chaque développée donnée corres- 
pond une infinité de développantes (fig. 153). 
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E x e m p l e. Soit un cercle de rayon a (fig. 154). Choisissons parmi les déve- 
loppantes de ce cercle celle qui passe par le point Mo (a, 0). 


Fig. 153 Fig. 154 


On trouve facilement l'équation de la développante du cercle en remarquant 
que CM = Co =at: 
OP =z = a (cos t + tsin t), PM = y = a (sin t — t cos t). 


Remarquons que dans la majorité des cas les profils des dents d'un engrenage 
ont la forme de la développante du cercle. 


$ 8. Calcul approché des racines réelles d’une équation 


Les méthodes d'étude de la variation des fonctions permettent 
le calcul des valeurs approchées des racines de l'équation f (x) = 0. 

Si c'est une équation algébrique *) du premier, deuxième, troisiè- 
me ou quatrième degré, il existe alors des formules donnant les raci- 
nes de cette équation en fonction de ses coefficients après un nombre 
fini d'opérations d’addition, de soustraction, de multiplication, de 
division et d’extraction de racine. De telles formules n'existent pas 
dans le cas général si le degré de ces équations est supérieur à quatre. 
Si les coefficients d'une équation quelconque, algébrique ou non 
(transcendante), ne sont pas des lettres, mais des chiffres, il est alors 
possible de calculer la valeur approchée des racines de cette équation 
avec le degré de précision voulu. Remarquons, également, que 
l'emploi des méthodes pratiques de calcul des valeurs approchées 
des racines d'une équation donnée s'impose fréquemment, même 
dans le cas où la valeur exacte des racines de l'équation algébrique 
peut être exprimée par des radicaux. Nous exposerons ci-dessous cer- 
taines méthodes de calcul de la valeur approchée des racines d'une 
équation. 


+) On dit que f (z) — 0 est une équation algébrique si f (x) est un poly- 
nôme (voir § 6, ch. VII). 
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1. Méthode des cordes *). Soit 
f(x) = 0 (1) 


une équation, où f(x) est une fonction continue sur le segment 
la, b], dont la dérivée d'ordre deux existe. Après l'étude de la fonc- 
tion f (x), supposons que dans l'intervalle (a, b) il existe un segment 


8 


Fig. 156 


La, z2} à l'intérieur duquel la fonction est monotone (croissante 
ou décroissante) et prend des valeurs de signes contraires aux extré- 
mités de ce segment. Prenons pour fixer les idées f (x) < 0 et 
f (z2) > 0 (fig. 155). La fonction y = f (x) étant continue sur le 
segment Lay, x], son graphique doit nécessairement couper l’axe 
Oz en un point de l'intervalle (x, z2). 

Menons la corde AB joignant les points de la courbe d'abscisses 
z, et z2. L'abscisse a, du point d'intersection de cette corde avec 
l'axe Oz sera la valeur approchée de la racine (fig. 156). Pour trouver 
cette valeur approchée, formons l'équation de la droite AB passant 
par les points donnés A La, f (xi)l et B [z2, f (x-)l: 


y — f(x) D ee | 
F(z) — Í (21) To — Tı 
Comme y = 0 pour z = Gu, nous avons: 
— f(z) Pi ms 
f(e) — I (2) e 


+) Cette méthode s'appelle également méthode de Lagrange ou méthode 
des parties proportionnelles. (N.d.T.) 
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d'où 
i Ee (2 — zı) Í (x) X (2) 
Í (22) — f(x) 
Afin d'obtenir une meilleure approximation de la valeur de la 
racine déterminons f (&). Si f (a) < 0, nous répétons le procédé 
ue nous venons d'indiquer en appliquant la formule (2) au segment 
Gu, zzl]. Si f (a) > 0, nous appliquons cette formule au segment 
ti, a;l. En appliquant ce procédé plusieurs fois, nous trouvons une 
approximation toujours meilleure az, as, etc., de la racine cherchée. 


Exemple 1. Trouver les valeurs appro- 
chées des racines de l'équation 


f(x) = 28 — 6z + 2 = 0. 


Solution. Trouvons tout d'abord les 
intervalles de monotonité de la fonction. Le cal- 
cul de la dérivée f’ (x) — 3z? — 6 montre que cette 
dernière est positive pour z< — V2, négative 
pour — V2 < z < + V2, et de nouveau positive 
pour z > V2 (fig. 157). La fonction a donc trois 
intervalles de monotonité : à l’intérieur de chacun 
d'eux se trouve une racine. 

Afin de simpli les calculs ultérieurs, rétrécis- 
sons les intervalles de monotonité (tout en prenant 
gain que dans chaque intervalle se trouve la racine 
correspondante). Pour cela, ayant choisi au hasard 
certaines valeurs de z et les ayant substituées dans 
l'expression de f (x), on délimite des intervalles de 
monotonité plus petits aux extrémités desquels la 
fonction prend des valeurs de signes contraires : 


“= 4 


Z 
Zi = 0, f (0) = 2, } 
z= 1. f(1) =—3, 
zs = —3, f(—3) = —7, } 
Ta = —2, Í (—2) = 6, — Š zt. 
z= 2 TI =—2, ee 
Ze = 3, 1G) = 11. -6 

Les racines se trouvent donc à l'intérieur desinter- À 4-7 

valles C 

(0; 1), (—3: —2), (2: 3). Fig. 157 


Calculons ła valeur approchés de la racine comprise dans l'intervalle (0; 1). En 
vertu de la formule (2), nous avons: 


Mais f (0,4) = 0,43 — 6-0,4 + 2 — —0,336, f(0) — 2. par conséquent, la 
racine est comprise entre O et 0.4. Appliquons de nouveau la formule (2) 
à l'intervalle (0; 0,4) ; nous trouvons la valeur approchée suivante: 
E (0,4—0)-2 08 ` 
BOOT UT 2 ia 
On procédera de même pour trouver les valeurs approchées des racines comprises 
dans les autres intervalles, 
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2 Méthode des tangentes (méthode de 
Newton). Supposons, à nouveau, que f (z1) < 0, f (x) > 0 et 
que, en outre, la dérivée première conserve son signe sur le segment 
(x, z2}. Alors, l'intervalle (zı, z2) ne contient qu’une seule racine 


D B 


Fig. 158 Fig. 159 


de l'équation f (xz) = 0. Supposons, en outre, que la dérivée seconde 
conserve également son signe sur le segment Lo, zel: nous pouvons 
y arriver en réduisant la longueur de l'intervalle contenant la racine. 

Du fait que la dérivée seconde ne change pas son signe sur le 
segment Lo, rl, on déduit que la courbe est soit convexe, soit 
concave Sur ce segment. 

Menons la tangente à la courbe au point B (fig. 158). L'abscisse 
a, du point de rencontre de cette tangente avec l'axe Or sera la 
valeur approchée de la racine cherchée. Formons l'équation de la 
tangente au point B pour trouver cette abscisse : 


y — f (z2) = F’ (z2) (z — 22). 
En remarquant que y = 0 pour z = Ou, nous avons: 


f(x) 
“=r — ——. OH 
f Ga 
Menant ensuite la tangente à la courbe au point Bu, nous en déduisons 
une meilleure approximation a, de la racine. En répétant ce procédé 
un nombre de fois suffisamment grand, on peut calculer la valeur 
approchée de la racine avec le degré de précision voulu. 
Attirons l’attention sur le point suivant. Si nous avions mené 
la tangente à la courbe non au point B mais au point À, le point de 
rencontre de cette tangente avec l’axe Ox aurait pu se trouver en 
dehors de l'intervalle (x:, z). 

On voit immédiatement des figures 158 et 159 que l’on doit mener 
la tangente à la courbe à l'extrémité de l'arc où les signes de la fonc- 
tion et de sa dérivée seconde coïncident. Par hypothèse, la dérivée 
seconde conserve son signe et, par conséquent, les signes de la fonc- 
tion et de la dérivée seconde coïncideront nécessairement à l’une des 
extrémités. Cette règle est également valable pour le cas P (x) < 0. 
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Fig. 160 Fig. 161 


Si l'on mène la tangente au point de la courbe dont l'abscisse est 
l'extrémité gauche de l'intervalle, il faut remplacer dans la for- 
mule (3) zz par x: Han 
gue — (3) 
f (z) 

Si à l'intérieur de l'intervalle CG, z2) se trouve un point d’'infle- 
xion C, la méthode des tangentes peut donner une valeur approchée 
de la racine située en dehors de l'intervalle Ch, z2) (fig. 160). 


. Exemple 2. Appliquons la formule (3’) au calcul de la racine de l'équa- 
Kg f (z) = z3 — 6z + 2 = 0, 
située dans l'intervalle (0; 1). Nous avons: 
f (0) = 2, f’ (0) = (32 — 6) | x=o = —6, f (z) = Dr > 0, 
c'est pourquoi nous trouvons en vertu de la formule (3’): 
2 1 
= 770333. 

3. Méthode combinée (fig. 161). En appliquant simul- 
tanément au segment Lo, x] la méthode des cordes et la méthode 
des tangentes, on obtient deux points a, et &, disposés de part et 
d'autre de la racine a recherchée (puisque f (&) et f (&) ont des 
signes différents). On applique ensuite au segment Io, gl la méthode 
des cordes et la méthode des tangentes. Nous trouvons deux nombres 
a, et a, qui sont encore plus près de la valeur de la racine. 

On applique successivement cette méthode jusqu'à ce que la 
différence des valeurs approchées ainsi obtenues soit inférieure à 
la marge de précision voulue. 


EE 
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Notons qu’en appliquant la méthode combinée nous nous appro- 
chons de la valeur cherchée de la racine des deux côtés à la fois 
(c'est-à-dire que nous déterminons simultanément les valeurs appro- 
chées par excès et par défaut de la racine). 

Ainsi, on vérifie pour l’exemple considéré que 

1 (0,333) > 0, f (0,342) < 0. 
Par conséquent, la valeur de la racine est comprise entre les valeurs approchées 


calculées : 
0,333 < z < 0,342. 


Exercices 


Trouver la courbure des courbes aux points indiqués : 
1. b2z3 L aty2— abs aux points (0, b) et (a, 0). Rép. w SU point (0, b); 
a P 
g ™ point (a, 0). 
2. zy=12 au point (3; 4). Rép. 2. 


= i Ge 
3. y=z3 au point (x, y1). Rép. a BEE 


4. Wë det ap au point (2, 0). Rép. +. 
2 2 2 i 
3, 2 3 ` por 
5. z° Ly =a" au point arbitraire. Rép. Sait 
Trouver le rayon de courbure des courbes aux points indiqués ; construire 
chaque courbe et le cercle de courbure correspondant : 
E: 
6. mä au point (4; 8). Rép. rR=-2 V1, 
7. z3=4ay au point (0; 0). Rép. R= 2a. 
3/2 
8. eg a3y3— ab? au point (x, y1). Rép. Rate, 
9. y— Log x au point (1 ; 0). Rép. R=2 V2. 
10. y=sinz au point LG, 1) . Rép. R=1. 
z—a cost t 2 
11. CC } Pour =t Rép. R=3asin ticos t. 
Trouver le rayon de courbure des courbes suivantes : 
DEET a SS 
12. y= 1 } pour t=1. Rép. R=6. 
13. La circonférence p—a sin 6. Rép. R=5- 


Div 
14. La spirale d’Archimède p=a9. Rép. r- Cio. 
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15. La cardioïde pa (1—c0s0). Rép. R= VZ- 

16. La lemniscate p?= e? cos 20. Rép. KZ 

17. La parabole p= asec? . Rép. R= 22 8005 +. 
Wi 0 

18. p=asin +. Rép. R=7° sn? LÉ 


Trouver les points des courbes où le rayon de courbure est le plus petit: 


19. y= Logz. Rép. (22. —+ Log?) . 
20. y= e>. Rép. (l-4 Log 2, 72). 


A. Vz+ Vr= Va Rép. LG. al 
z? : a 
22. y=e Log (1-5) - Rép. Au point (0, d A+. 


Trouver les coordonnées du centre de courbure (er, Du et l'équation de la 
développée de chacune des courbes suivantes : 


z? (a? Lais o 
EE ; g= 


23. Et. Rép. Kg 


SEN 
as GI D 


2 2 2 1 
24. 294 y$ al, Rép. «ax + 37°y9 ; B= vi Sein 


ail 15 4y — 9y5 
25. y3 = afz. Gë a Ba Tae. 


: ; EE. 
26. pa SS o PP. o Er GE 


2 21 
3. 3 


Ge f=- kLogctg+— k cos t, Rép. = à Te -h (tractrice). 


y=ksint. 

28. æ=a(cost+tsint), ,. œ—acoæst; 
y=a(sint—tcost). © BP=asint. 

29 Ee a cos 1, Rép a =a cos? t+ 3a costsin?t; 
y =asin? t. P- B=asin? t ṣ4- 3a cos? tsin £. 


30. Calculer les racines de l'équation F SC +2—0 à 0,001 près. 
Rép. zu = 1,675, za = = 0,539, z3 = —2.2 

31. Calculer la valeur approchée de la racine A l'équation f (z) = 25 — z — 
— 0,2 = 0 comprise dans l'intervalle (1; 1,1). Rép. 1,045. 

32. Calculer les racines de l'équation 24 + 213 — 6z + 2 =O à 0,01 près. 
Rép. 0,38 < z, < 0,39; 1,24 < z, < 1,25. 

33. Trouver la valeur approchée des racines de l'équation z3—5=0. 


Rép. a = 1,71, z2, as 1,74 es 
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34. Trouver la valeur approchée de la racine de l'équation z—tgz—0 com- 


prise entre 0 et = . Rép. 4,4935. 


35. Trouver la valeur approchée de la racine de l'équation sin z — 1 — z à 
0,001 . Indication. Mettre l'équation sous la forme f (z) = 0. 
Rép. 0,5110 < x < 0,5111. 


Problèmes divers 
36. Montrer qu'en chaque point de la lemniscate p? — a? cos 2ọ la courbure 
est proportionnelle au rayon vecteur en ce point. 
37. Trouver la plus grande valeur du rayon de courbure de la courbe 


p=asin +. Rép. R= 3/4. 


38. Trouver les coordonnées du centre de courbure de la courbe y = z Log z 
au point où y’ = 0. Rép. (eh, 0). 

39. Démontrer que pour les points de la spirale d'Archimède p = ag la valeur 
de la différence entre le rayon vecteur et le rayon de courbure tend vers 
zéro quand gz œ. 

40. Trouver la parabole y—art+br+c, ayap! avec la sinusoïde y=sinz 
une tangente commune et la même courbure au point (x/2, 1). Faire un 

r z2 nr n? 
dessin. Rép. = tz ti- 
41. La fonction y = f (z) est ainsi déterminée: 
f (z) = z9 dans l'intervalle — œ < z <1, 
f (z) = ax? + bz + c dans l'intervalle 1 < z < + œ. 


Quelles doivent être les valeurs de a, b, c pour que la courbe y = f (z) 
ait partout une courbure continue ? Faire un dessin. Rép. a = 3, b = —3, 
e =i. 
42. Montrer que le rayon de courbure d'une cycloïde est en chaque point le 
double de la longueur de la normale en ce point. 


43. Ecrire l'équation du cercle Co o Cie de la parabole y—z1 au point 
0, D. Rép. ++ (1-7) =". 
44. Ecrire l'équation du cercle de courbure de la courbe y=tgz au point 


(z: J DE 912 425 
Rép. (2—17) + (1-7) =T- 


45. Trouver la longueur de la développée de l'ellipse dont les demi-axes sont 
égaux à a et b. Rép. A (a? — b?)}/ab. 

46. Trouver la valeur approchée des racines de l'équation rex — 2 à 0,04 près. 
Rép. L'équation a une racine réelle unique z œ 0,84. 


47. Trouver la valeur approchée des racines de l'équation z Log z — 0,8 à 
0,01 près. Rép. L'équation a une racine réelle unique z 1,64. 


48. Trouver la valeur approchée des racines de l'équation z? arc tg z = 1 à 
0,001 près. Rép. Hien a une racine réelle unique z = 1,096. 


Chapitre VII 
NOMBRES COMPLEXES. POLYNÔMES 


§ 1. Nombres complexes. Définitions 


On appelle nombre complexe z toute expression de la forme 
z=a +ib, (1) 
où a et b sont des nombres réels et i l'unité imaginaire définie par 


la relation 
i=V—1 ou = —1; (2) 


a est appelé la partie réelle et b la partie imaginaire du nombre 
complexe z. On les note ainsi 


a = Rez, b= Imz. 


Si a = 0, le nombre 0 + ib = ib est dit purement imaginaire ; 
si b = 0, on retrouve un nombre réel: a + i0 = a. On dit que deux 
nombres complexes z = a + ib et z = a — ib sont conjugués s'ils 
ne diffèrent que par le signe de leur partie imaginaire. 

On adopte deux conventions fondamentales : 

1) deux nombres complexes z, = a, + ib, et 22 = a + ib} 
sont égaux Z = Ze, Si 

M =a bi =b, 


autrement dit si séparément leurs parties réelles et leurs parties 
imaginaires sont égales. 
2) un nombre complexe z est égal à zéro: 


z=a+ib=0 


si et seulement si a = 0, b = 0. 

1. Représentation géométrique des nom- 
bres complexes. Tout nombre complexe z = a + ib peut 
être représenté sur le plan Ozy par un point À (a, b) de coordonnées 
a et b, et réciproquement, tout point M (x, y) du plan Ozy peut 
être considéré comme l'image géométrique du nombre complexe 
z = ZE + iy. Le plan sur lequel on représente les nombres complexes 
est appelé plan de la variable complexe z (fig. 162) (sur le plan le 
symbole z est entouré d'un petit cercle). 

Mais si à tout point A (a, b) correspond un nombre complexe 
a + ib, alors, en particulier, à tout point de l'axe Oz correspond 
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un nombre réel (b = 0). Tout point de l'axe Oy représente un nombre 
purement imaginaire puisque dans ce cas a = 0. 

C'est pourquoi, eu égard à une telle représentation des nombres 
complexes sur le plan, on appelle l'axe Oy axe imaginaire et l'axe 
Oz axe réel. 

En joignant le _point À (a, b) à l’origine des coordonnées on 
obtient le vecteur OA. 

Pour des raisons de commodité, on assimile parfois le nombre 
complexe z =a + ib au vecteur OA correspondant. 


2. Forme trigonométrique des nombres 
complexes. Désignons par get r (r > 0) les coordonnées polai- 
res du point À (a, b), en prenant l'origine des coordonnées pour 
pôle et le sens positif de l'axe Or pour axe polaire. Alors (fig. 162) 

on a les relations suivantes: 


y © A (a,b) a =rcosp, Ps rain 


et, par conséquent, tout nombre complexe 
z peut être mis sous la forme 


a + ib = r cos ọ + ir sin ọ 


T 
ou 


z = r (cos ọ + i sin q). (3) 
L'expression figurant dans le second 
membre de cette relation est la forme trigo- 
nométrique du nombre complexe z = a + ib; r est dit module et 
œ argument du nombre complexe; ils sont notés ainsi ` 


r={|2z{|, ọ = argz. (4) 


Fig. 162 


Les grandeurs r et @ s'expriment ainsi en fonction de a et b: 


= Ve LR, greng 


Done 


Iz2l= lo + ib| = Va + è, | 
(5) 


arg z = arg (a -+ ib) = Arc tt : 


L'argument du nombre complexe, l'angle ọ, est positif s’il est 
compté à partir de l'axe des z positifs dans le sens inverse des aiguil- 
les d’une montre et négatif dans le cas contraire. Il est évident que 
l'argument o n'est pas défini d’une manière univoque, mais à 
27k près, où k est un nombre entier quelconque. 


Remarque. Les nombres complexes conjugués z = a + ib 
et z = a — ib ont des modules égaux |z | = |z | et leurs arguments 
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sont égaux en valeur absolue, mais de signes différents: arg z = 


= — AER Z. 
Notons que tout nombre réel A peut être également mis sous 
la forme (3), à savoir: 


A = |A | (cos 0 + isin 0) quand A > 0, 
A = |A | (cos x + isin n) quand A < 0. 


Le module du nombre complexe O est égal à zéro: | 0 | = 0. On 
peut prendre pour argument du nombre zéro un angle ọ quelconque. 
En effet, quel que soit o, on aura 


0 = 0-(cos ọ + isin ọ). 


§ 2. Principales opérations sur les nombres complexes 


1. Addition des nombres complexes. La 
somme de deux nombres complexes z = a; + ib, et zs = @2 + ib, 
est le nombre complexe défini par l'égalité 


Z, + 22 = (a + éd) + (az + ib) = (&1 + a2) + à (bı + b2). (1) 


On voit de la formule (1) que l'addition des nombres complexes 
représentés sous forme de vecteurs satisfait aux règles d'addition 
des vecteurs (fig. 163, a). 


Fig. 163 


2. Soustraction des nombres complexes. 
La différence de deux nombres complexes z; = a, + ib, et Ze = 
= Ga + ib est le nombre complexe qui, ajouté à z}, donne Zu: 
Zi — 2e = (a + ib) — (az + ib) = (as — az) + i (bı — bal, (2) 
Remarquons que le module de la différence de deux nombres com- 
plexes, | (a, — off + (bi — bit, est égal à la distance entre les 
deux points correspondants du plan complexe (fig. 163, b) 


|z — z| = Hië — a? + (b; — ba. 


3. Multiplication des nombres complexes. 
Le produit des nombres complexes z, = a, + ib; et z} = az + ibz 
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est le nombre complexe que l'on trouve en multipliant ces nombres 
comme des binômes d'après les règles du calcul algébrique et en 
tenant je des relations: 


= 1; Ë = —i; il = (—i)i = —À = 1; 
b = i, etc., 
et en général pour tout entier k: 
i —1: iHi: F2 —1: BPR i. 


En vertu de cette règle, nous avons: 
Säz = (a, + ib,)(a2 + (bal = az + (bg: + iarba + Fbibz 
ou 
Z132 = (a12 — bbz) + t (biaz + ab). (3) 
Si les nombres complexes sont donnés sous forme trigonométri- 
que, on aura : 
Z = F1 (cos pi + isin pı), 22 = rz (COS pe + à sin pe). 
Trouvons le produit de ces nombres 
Z122 = ri (cos Pi + à sin p1) r2 (cos pe + à sin pe) = 
= Dës [cos Q1 COS Q2 + isin qu cos p2 + À cos Qı sin p2 + 
+ & sin q, sin el = rira [(COS Q4 CoS Q2 — sin ps: sin q2) + 
+ i (sin qu cos pe + cos qu sin gell = rir2 [cos (p, + pe) + 
+ isin (94 + pe). 
Ainsi, 
Z122 = rire | cos (qu + p2) + à sin (qi Lol, (3°) 


c'est-à-dire le produit de deux nombres complexes est un nombre com- 
plexe dont le module est égal au produit des modules des facteurs et 
l'argument à la somme des arguments des facteurs. 


Remarque 1. En vertu de la formule (3), les nombres 
complexes conjugués z = a + ib et z = a — ib vérifient la relation 
zz = a + b 

ou 
z—|2|—12/* 
Le produit de deux nombres complexes conjugués est un nombre 
réel égal au carré du module de chacun d'eux. 


A Division des nombres complexes. La 
division de deux nombres complexes est l'opération inverse de leur 
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produit. Soient z, = a; + ibi, ze = Ga + ibz, | 22 | = Vas + bi Æ 
Æ 0. Alors = = z est un nombre complexe tel que zu = 222. 
si ` 
t + ib, . 
= + iy 
a + ib; 


alors 
a, + ib, = (az + ib2)(x + iy) 
ou 
a, + ib, = (ax — bay) + i (azy + bag: 
x et y sont déterminés du système d'équations 
a, = ax — by, bi = bet + azy, 


d'où nous trouvons: 


en DËS biba ` hb — ab 
T 2 2, ? RE 2 2 ? 
az + b2 a + bz 
et nous avons en définitive: 
did + bb gab — ab 
= — — 4 
dt drë 9 


En pratique, on procède de la manière suivante pour effectuer la 
division de deux nombres complexes: pour diviser z, = & + ib, 
par ze = az + ib, on multiplie le dividende et le diviseur par le 
nombre complexe conjugué du diviseur (c'est-à-dire par az — ib2). 

Le diviseur devient alors un nombre réel; en divisant par ce 
nombre réel la partie réelle et la partie imaginaire du dividende, 
on trouve le quotient : 

Stib _ (as + ibi) (a — ibd) 
a+ ibs (az + ib) (az — ibe) 


= (asaz + bibo) + i (azb; — mbe) ` 
(a3 + b) 


_ Oës L bib: Gb, — a,b: 
TT 2 à Hs a + 
a + b a+ b 
Dans le cas des nombres complexes exprimés sous forme trigo- 
nométrique 
Z1 = r; (COS Qu + fain, Z2 = r (cos Pa + à sin Ẹ2), 
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— = e — — [cos (Q; — isin top — all 5 
a neg Lino SCH (Pi — dal + (py — gll, (5) 

Pour vérifier cette égalité, il suffit de multiplier le diviseur 
par le quotient : 


Ta (cos q2 + isin oi + [cos (ps — P) + isin (pı — gell = 


=n  [cos(p + qi — p) + isin (pz + P: — gellen 


= r; (cos y, + isin gl, 


Ainsi, le module du quotient de deux nombres complexes est égal au 
quotient des modules du dividende et du diviseur; l'argument du quo- 
tient est égal à la différence des arguments respectifs du dividende 
et du diviseur. 


Remarque 2. Les règles qui régissent les opérations 
effectuées avec les nombres complexes montrent que la somme, la 
différence, le produit et le quotient des nombres complexes sont 
aussi des nombres complexes. 

Si on applique aux nombres réels, considérés comme un cas 
particulier des nombres complexes, les ‘règles qui régissent les opé- 
rations effectuées avec les nombres complexes, on voit qu'elles 
concordent avec les règles usuelles en arithmétique. 


Remarque 3. En revenant aux définitions de la somme, 
de la différence, du produit et du quotient des nombres complexes, 
on vérifie aisément que si on les remplace par leurs conjugués respec- 
tifs, les résultats des opérations indiquées doivent aussi être rempla- 
cés par leurs conjugués. En particulier, il en découle le théorème 
suivant. 


Théorème. Si dans Le polynôme à coefficients réels 
Ao” + Az p.. HH An 


on substitue à x le nombre a + ib, puis le nombre conjugué a — ib, 
les résultats obtenus seront respectivement conjugués. 


$ 3. Elévation d’un nombre complexe à une puissance 
et extraction de la racine d’un nombre complexe 


1. Elévation à une puissance. Il vient de la for- 
mule (3”) du paragraphe précédent que si n est un entier positif, alors 


Ír (cos ọ + isin œ)l" = r” (cos nọ + isin ny). (1) 
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Cette formule est appelée formule de Moivre. Elle montre que 
quand on élève un nombre complexe à une puissance entière positive, 
le module de ce nombre est élevé à cette puissance et l'argument est mul- 
tiplié par l'exposant de cette puissance. 

Arrêtons-nous à une application de la formule de Moivre. 

Posons dans cette formule r = 1, nous avons: 

(cos @ + isin q})" = cos nọ + i sin nq. 


En développant le premier membre, d’après la formule du binôme 
de Newton, et en identifiant les parties réelles et les coefficients 
de i, on peut exprimer sin nọ et cos nọ en fonction des puissances 
de sin ọ et cos ọ. Par example, pour n = 3 nous avons: 


cos? @ + i3 cos? p-sin ọ — 3 cos p-sin? ọ — i sin? ọ = 
= cos 3p + à sin 3ọ. 
Il découle de l'égalité de ces nombres complexes que 
cos Am = cos? ọ — 3 cos y sin? y, 
sin Ap = — sin? ọ + 3 cos? ọ sin q. 
2. Extraction de la racine. On appelle racine 


niè e d'un nombre complexe le nombre complexe qui, élevé à la 
puissance n, donne le nombre figurant sous la racine, c'est-à-dire 


Y r(cosp + isinq)— p (cos + isin y), 
si 
p” (cos + i sin np) = r (cos ọ + isin y). 


Puisque pour deux nombres complexes égaux leurs modules sont 
égaux et la différence de leurs arguments est un multiple de 2x, nous 
pouvons écrire : 


pP” =r, np= 9+2. 
D'où nous trouvons: 


p= r, yatta 
n 


où k est un entier arbitraire et Yr r la racine arithmétique (c'est-à-dire 
un nombre réel positif) du nombre positif r. Par conséquent, 


Deeg ising = len 2+2 + isin ttia Zei (2) 


En donnant à k les valeurs 0, 1, 2, ..., n — 1 nous trouvons n 
valeurs différentes de la racine. Chaque valeur de la racine obtenue, 
en donnant à k une valeur plus grande que n — 1, ne se distingue 
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de l’une des valeurs précédentes que par un multiple de 2x et, par 
conséquent, ces deux valeurs de la racine s’identifient. 

La racine n'òme d’un nombre complexe a donc n valeurs diffé- 
rentes. 

La racine nième du nombre réel À, différent de zéro, a également n 
valeurs différentes, puisque les nombres réels sont un cas particulier 
des nombres complexes et peuvent être 
exprimés également sous forme trigonomé- 
trique : 


si A>0, alors A = |A | (cos O0 + isin 0); 
si A<O, alors A = |A | (cos n + isin x). 


Exemple 1. Soit à calculer les racines 
cubiques de l'unité. 


Solution. Mettons l'unité sous forme tri- 
i gonométrique : 
Fig. 164 4 = cos 0 + i sin 0. 


Nous trouvons de la formule (2) : 


0+2kn in 0+2kn 
3 3 ” 


Ÿ1=V cos0F1sin 0—cos +isi 
Pour k=0, 1, 2 nous avons les trois valeurs de la racine : 
Z=Co80—+tsin0=—1; z= cos- isin EE z= cos- +1 sin Sc, 


3 3 
Or, 


Dn _ 1, . 2x Më. An 1. 4n y3 
Go We GE We D T EE Ke 
nous avons, par conséquent : 

V3 1 V3 


1 
zn=í1; Kee +i- i geo: 


Les points A, B, C de la figure 164 sont les images géométriques des racines 
obtenues. 


3. Résolution des équations binômes. On 
appelle équation binôme toute équation de la forme 


T” = À. 


Cherchons les racines de cette équation. 
Si A est un nombre réel positif, alors 


z=) A (cos + isin er) 
n n 


(k = 0, 1, 2,..., n—1). 
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L'expression entre parenthèses donne toutes les valeurs de la racine 
nième de l'unité. 
Si À est un nombre réel négatif, alors 


z= jAi (cos + + aa oe EL 


L'expression entre parenthèses donne toutes les valeurs de la racine 
nième de —1. 

Si À est un nombre complexe, on trouve les valeurs de x à partir 
de la formule (2). 


Exemple 2. Résoudre l'équation 


zti=1. 
Solution. 
z=Y cos 2km F isin Zi cos Tg +1 sin 2. 


Pour k=0, 1, 2, 3 nous avons: 
æ—=cos0+1{sin0—1, 


2= 008 + à sin LES LA 


A 
ae À + {sin to —1, 
z= cos H isin Le 


$ 4. Fonction exponentielle à exposant complexe 
et ses propriétés 


Soit z = x + iy. Si x et y sont des variables réelles, z est une 
variable complexe. A chaque valeur de la variable z correspond un 
point bien déterminé (fig. 162) dans le plan Oxy (plan de la 
variable complexe). 


Définition. On dit que w est une fonction de la variable 
complexe z si à chaque valeur de la variable z, prise dans un certain 
domaine du plan de la variable complexe, correspond une valeur 
bien définie de la variable complexe w; cette fonction de la variable 
complexe est notée: w = f (z) ou w = w (2). 

Nous considérerons ici une seule fonction de la variable com- 
plexe, la fonction exponentielle 


w = Č 


w = Bac? 


ou 
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Les valeurs complexes de la fonction w se définissent comme suit *): 


TU — e” (cosy + isin y), (1) 
c'est-à-dire 
w (z) = e* (cos y + isin y). (2) 
Exemples. 
n 145i n mn V2 2 
1) z=1+7 e =e (cos Ze $) =e ( 5 +42), 
dÉ 


i 
D z=04+5 $, e =e (cos Z 1 rain Zl =i 


3) z=1 +i, elti= el (cos 1 -+i sin 1) ~ 0,54+-1-0,83, 
4) z=z est le nombre réel, ergi — ex (cos 0 + isin 0) —ex* est la fonction expo 
uentielle ordinaire. 


Propriétés de la fonction exponentielle. 
4. Si z, et zs sont deux nombres complexes, alors 


gite eier, (3) 
Démonstration. Soit 
Z = Lit (in, Za = Za + ax 
alors 
zitza Cain) +Hatiy) tx ii tu) S 
= ee"? [cos (y + y2) + isin (y, + y2)]. (4) 


Par ailleurs, en vertu du théorème relatif au produit de deux nom- 
bres complexes exprimés sous forme trigonométrique, nous avons: 


e'e? — e Tee le ef (cos y, + isin Hl X 
X e™ (cos ya + isin ya) = e™e™? [cos (y, + y2) + isin (y, Lull Gi 


Les seconds membres dans les égalités (4) et (5) sont égaux et, par 
conséquent, les premiers membres le sont aussi: e71t72 = e%ie?2. 
2. On démontre d’une façon analogue la formule 


e 


et 
Ae — : 6 
S (6) 
3. Si m est un nombre entier, on a: 
("= €". (7) 


*) Le bien-fondé d'une telle définition de la fonction exponentielle de la 
YAKON in Lies apparaîtra par la suite, v. t. II, $ 21, ch. XIII et § 18, 
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Pour m > 0 cette formule se démontre aisément à partir de la for- 
mule (3); si m < 0, cette formule est déduite des formules (3) et (6). 
A. Démontrons l'identité 


Eme, (8) 
En effet, on obtient des formules (3) et (4): 
EEn L een. e (cos 2n + isin 2n) = e. 
Il vient de l'identité (8) que la fonction exponentielle e est une 


fonction périodique`de période 2ni. 
5. Considérons maintenant la „quantité complexe 


w = u (x) + iv (2), 
où u (x) et v (x) sont des fonctions réelles de la variable réelle z. 


C'est ce que l’on appelle une fonction complexe de la variable réelle x. 
a) Supposons que les limites 


lim u (x) —u(xo), lim v (z) = v (zo) 
xxo x—> xo 
existent. Alors, on appelle u Gel + iv (zo) = wo la limite de la 


variable complexe w. 
b) Si les dérivées u’ (x) et v' (x) existent, on appelle l'expression 


w,=u' (2) + iv (a) (9) 
la dérivée de la fonction complexe de la variable réelle par rapport 


à cette variable réelle. 
Considérons ensuite la fonction exponentielle 
w= et iBx erte 


où o et B sont des nombres réels constants et x une variable réelle. 
C'est une fonction complexe de la variable réelle, que l'on peut, en 
vertu de la formule (1), mettre sous la forme: 


w = e™" [cos Bz + i sin Pr] 


ou 
w = e** cos Bz + ie** sin fz. 


Calculons la dérivée wx. En vertu de la formule (9), nous avons: 
w, = (e°" cos Bay + i (e sin Bzy = 
= e™" (acos Px — p sin Bz) + ie™™ (a sin Bz + p cos Bz) — 
= a [e"" (cos Bx + isin Bx)] + iB[e®* (cos Bz + isinPx)] = 
= (a + ip) [e“*(cos Bz + isin Bal = (a + Éiere. 
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Donc si w = e@HB)x, alors w = (a + if) etHB>x ou 
LS HET — (a + if) detifie (10) 
Ainsi, si keet un nombre complexe (en particulier un nombre réel) 
et z un nombre réel, alors 
(PY = ke. (9°) 
Nous retrouvons la formule usuelle de dérivation de la fonction 
exponentielle. Par ailleurs, 


(EY ITT KT = Re 
et pour n quelconque 
et k", 


Ces formules nous seront utiles par la suite. 


§ 5. Formule d'Euler. Forme exponentielle d’un nombre complexe 
Si l'on pose dans la formule (1) du paragraphe précédent x = 0, 

on a: 
eV — cosy + isiny. (1) 
C'est la formule d'Euler qui exprime le lien entre la fonction expo- 


nentielle à exposant imaginaire et les fonctions trigonométriques. 
En remplaçant dans la formule (1) y par —y, on a: 


eV— cosy — i siny. (2) 
On déduit des égalités (1) et (2) l'expression de sin y et de cos y: 
el —iy 
e te e 
cos y = y 
ST 
iy e" (3) 
sin y = D 
ge 


On utilise, en particulier, ces dernières formules pour exprimer les 
puissances de cos @ et sin ọ ainsi que leurs produits en fonction des 
sinus et des cosinus des arcs multiples. 


+) = À (+24 et) = 


Exemples: 1 cosîy— ( 
=$ (cos 2y + tsin 2y)+ 24 (cos 2y— isin 2v) = 


= + (2 008 2y+2)=4 (1+ cos 2y). 
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ei? + e" 2 i?e? 2 
2 ) d 2 ) E 

(el Zë em 1 1 
= am. ste 


Forme exponentielle des nombres com- 
plexes. Représentons le nombre complexe z sous forme trigono- 
métrique : 


2. cos? ọ sin? ọ = ( 


z = r (cos ọ + isin oi, 
où r est le module et ọ l'argument de ce nombre complexe. En vertu 
de la formule d'Euler 
cosp + isin ọ = e". (4) 
Par conséquent, tout nombre complexe peut être mis sous la forme 
dite exponentielle: 
z= rev. 


Exemples. Mettre les nombres 1, i, —2, —{ sous la forme expo- 
nentielle. 


Solution. 1—cos2kn-+i sin 2kn—e2Àri, 
Ti 

Le Lion ee? 
i=cos z +isin > e, 


—2=2 (cos n4- isin n)— 2", 


n n - Fi 
—i= cos (—5)+isin (Zi eg 


A l'appui des propriétés (3), (6), (7) § 4 de la fonction exponen- 
tielle on peut effectuer aisément les opérations sur les nombres 
complexes donnés sous forme exponentielle. 

Soient 


r 


a=, = ne". 
Nous avons alors 
Z4 * Z2 = reift z raet? SC rareta) ; (5) 
ce résultat coïncide avec la formule (3°) § 2. 
DR 
cette formule coïncide avec la formule (5) § 2. 


2 = (re 7)" = rein? (7) 
cette formule coïncide avec la formule (1) § 3. S 
— g+2kn 
Y rY re n (k=0, 1, 2, ..., n— í); (8) 


cette formule coïncide avec la formule (2) § 3. 


17—1162 
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$ 6. Décomposition d'un polynôme en facteurs 
On appelle polynôme ou fonction rationnelle entière de x la fonction 


f(x) = Aor" + A+... +A,, 


où n est un nombre entier; comme on le sait, le nombre n est appelé 
degré du polynôme. Les coefficients Ao, ER ... An sont ici des 
nombres réels ou complexes. La variable indépendante x peut égale- 
ment prendre soit des valeurs réelles, soit des valeurs complexes. 

On appelle racine d'un polynôme la valeur de la variable z pour 


laquelle le polynôme s’annule. 


Théorème 1 (Théorème de Bézout). Le reste de 
la division du polynôme f (x) par le monôme x — a est égal à f (a). 


Démonstration. Le quotient de la division de f(x) 
par z — a est un polynôme f, (x) de degré inférieur d’une unité 
à celui du polynôme f (x); le reste est un nombre constant R. Nous 


pouvons donc écrire 


f (z) = (z — a) fi (2) + R. (1) 


Cette égalité est vraie pour toutes les valeurs de z différentes de a 
(la division par z — a n’a pas de sens pour z = a). 

Si maintenant z tend vers a, la limite du premier membre de l’ éga- 
lité (1) sera égale à f (a) et la limite du second membre sera égale à R. 
Les fonctions f (x) et (x <a) fı (x) + R étant égales pour toutes 
les valeurs de z = a, leurs limites quand x — a sont aussi égales, 
c'est-à-dire f (a) = 

Corollaire. Si a est une racine du polynôme, c'est-à-dire 
si f (a) = 0, f (x) se divise exactement par x — a et peut être, par 
conséquent, mise sous forme du produit 


f (©) = (z — a) fi (2), 


où fı (x) est un polynôme. 
Ex ple 1. Le polynôme f (z) — z3 — 6x? + 11 z — 6 s'annule pour 
z=1,c restà. Hire f(4)= onc le polynôme se divise exactement par x — 1: 
a I pp. 6). 


H 


Considérons maintenant les équations à une inconnue x. 
On appelle racine d'une éqwation tout nombre (réel ou complexe) 
qui, substitué à x dans l'équation, la transforme en identité. 


Exemple 2. Les nombres a=7; e EE e.» Sont les 


racines de l'équation cosz—sin z. 
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On appelle équation algébrique de degré n les équations de la 
forme P (x) = 0, où P (x) est un polynôme de degré n. Il découle de 
la définition que les racines de l'équation algébrique P (z) = 0 
s'identifient à celles du polynôme P GA. 

La question se pose naturellement de savoir si toute équation 
a des racines. La réponse est négative si l’on considère les équations 
non algébriques, car il existe des équations de ce genre qui n'ont ni 
de racines réelles ni de racines complexes: par exemple, l'équation 
x“ = 0 *). 

PDR si l'on considère les équations algébriques, on doit 
répondre par l’affirmative à cette question. Dans ce cas, la réponse 
constitue ce que l'on appelle le théorème fondamental de l'algèbre. 


Théorème 2 (Théorème fondamental de 
l'algèbre). Toute fonction rationnelle entière f (x) a au moins une 
racine réelle ou complexe. 

On démontre ce théorème en algèbre supérieure. Nous l'admet- 
tons ici sans démonstration. 

En se servant du théorème fondamental de l'algèbre, on démon- 
tre facilement la proposition suivante. 


Théorème 3. Tout polynôme de degré n se décompose en n 
facteurs linéaires de forme x — a et un facteur égal au coefficient de x”. 


Démonstration. Soit f(x) un polynôme de degré n: 


f (= 407" + Az +... + A, 

En vertu du théorème fondamental de l'algèbre, ce polynôme a au 
moins une racine; désignons-la par ox. Alors, en vertu du corollaire 
du théorème de Bézout, nous pouvons écrire: 

f (2) = (z — &)-h (2), 
où fı (x) est un polynôme de degré (n — 1); fı (x) a également une 
racine. Désignons-la par a. Alors 

fi (2) = (x — a2) -f2 (x), 
où f2 (x) est un polynôme de degré (n — 2). De même, 

f2 (x) = (x — as) -f (2). 
En procédant ainsi le nombre de fois nécessaire, on arrive à la relation 

În-1 (2) = (z — an) Ín» 


*) En effet, si un nombre z; — a + bi était la racine de cette équation, 
on aurait l'identité ea+bi — O ou (en vertu de la formule d'Euler) ee (cos b +- 
+i sin b) — 0. Mais ea ne peut s'annuler quel que soit l'exposant réel a; de même, 
cos b + i sin b n'est pas nul (puisque le module de ce nombre est égal à 
Vcosib + sinfb — 1 quel que soit b). Par conséquent, le produit 
ea (cos b + isin b) 0, c’est-à-dire eotbi + 0, ce qui signifie que l'équation 
ex — 0 n’a pas de racines. 
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où L est un polynôme de degré zéro, c'est-à-dire une constante. Cette 
constante est égale, évidemment, au coefficient de z”, c'est-à-dire 
fn = Ae 

+ Nous pouvons donc écrire en vertu des égalités obtenues 


f(x) = Ao (z — &)(x — ol... (£ — an). (2) 


Il découle de la décomposition (2) que les nombres gu, az, . . ., an 
sont les racines du polynôme f (x), puisque le second membre, et par 
conséquent le premier membre, est égal à zéro lorsqu’on substitue 
T = ix T = Ga I = üg, ee T = One 

Exemple 3. Le polynôme f (z) = z3 — 6z? + 11z — 6 s'annule pour 

zs lg zs z — 3. 
Par conséquent, 
z3 — 6z? + iz — 6 — (z — 1) (x—2) (z—3). 


Aucune autre valeur z = a, différente de au, Ge, ..., Gn, ne 
peut être une racine du polynôme f (z), puisque aucun facteur du 
second membre de l'égalité (2) ne s’annule pour z = a. Nous pouvons 
donc énoncer la proposition suivante. 

Tout polynôme de degré n ne peut avoir plus de n racines différentes. 
Ce résultat nous conduit à énoncer le théorème suivant. 


Théorème 4. Si les valeurs de deux polynômes qi (x) et 2 (x), 
de degré n, coïncident pour n + 1 valeurs différentes ao, ai, . . — an 
de la variable indépendante x, alors ces deux polynômes sont identiques. 


Démonstration. Désignons par f (x) la différence de ces 

polynômes 
f (2) = qu (2) — wes (2). 
f (x) est, par hypothèse, un polynôme de degré non supérieur à 
n qui s'annule aux points &, ..., &,. Nous pouvons donc le mettre 
_sous la forme 
f(x) = Ao (z — ol (£ — gl, . (£ — an). 

Mais, toujours d'après l'hypothèse, f (x) s'annule également au 
point ao. Alors, f (ao) = O quoique aucun des facteurs linéaires ne 
s'annule. Par suite, Ao = 0, et il résulte de l'égalité (2) que le 
polynôme f(x) est identiquement nul. Par conséquent, q1 (x) — 
— ge (2) = Ô ou qu (x) = pz (x). 


Théorème 5. Si le polynôme 
P (2) = Aot” + A2" +... + Anat + A, 
est identiquement nul, tous ses coefficients sont alors égaux à zéro. 
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Démonstration. Décomposons ce polynôme en facteurs 
en vertu de la formule (2): 


P(2)= Ae" LA +... + Ant + An = 
= 4o (z — al. . (2 — an) ON 
Si ce polynôme est identiquement nul, il doit l'être également pour 
une valeur de x différente de a;, . .., Ga, Dans ce cas, les facteurs 
T—@,..., £ — a, ne s’annulent pas et, par conséquent, Ae = 0. 
On démontre de même que À; = 0, 4 — 0, etc. 


Théorème 6. Les coefficients respectifs de deux polynômes 
identiquement égaux sont égaux. 

Cela résulte du fait que la différence de ces polynômes est un 
polynôme identiquement nul. Par conséquent, en vertu du théorème 
précédent, tous ses coefficients sont nuls. 


Exemple 4. Si a Ap à ga PA DU ea ii 
égal au polynôme z? — 5z, alors a = 0, b = 1, € = —5, d = 0. 


$ 7. Racines multiples du polynôme 


Si certains facteurs linéaires de la décomposition d'un polynôme 
de degré n 
f(x) = Ao (x — a) (z — a) . . . (£ — an) (1) 
sont égaux, on peut alors les grouper et décomposer ce polynôme 
en facteurs de la manière suivante 


f (3) = 4o (z — a)" (£ — gr... (2 — am), (1°) 


k+tk+...+kn=n. 
Dans ce cas on dit que a; est une racine multiple d'ordre k; et k, 
s "appelle la multiplicité de la racine. On dira de même que az est 
une racine multiple d'ordre kz, etc. 
Exemple. Le polynôme f (z) = 2% — 5z1 + 8r — 4 se décompose en 
facteurs de la manière suivante : 
Í (z) = (z — 2) (z — 2) (z — 1). 
Cette décomposition peut se mettre sous la forme: 
f (z2) = (z — 2} (z — í). 


a, = 2 est une racine double et a; — 1 une racine simple. 


Si le polynôme a une racine multiple a d'ordre k, nous le consi- 
dérerons comme ayant k racines égales. 

Il résulte alors du théorème relatif à la décomposition d’un poly- 
nôme en facteurs linéaires le théorème suivant. 

Tout polynôme de degré n a exactement n racines (réelles ou com- 


plexes). 


ou 
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Remarque. Tout ce qui a été dit au sujet des racines du 
polynôme 
f (2) = Aot” + Auf +... + An 
est également vrai pour les racines de l'équation algébrique 
Ao" + Aux +...+ 4, —0. 
Démontrons maintenant le théorème suivant. 


Théorème. Si a est une racine multiple d'ordre k > 1 pour 
le polynôme f (x), c'est alors une racine d'ordre k; — 1 pour la dérivée 
f (x) de ce polynôme. 


Démonstration. a, étant une racine multiple d'ordre 
kı, où k > 1, il vient de la formule (1°) que: 


f@)=(&—a)"e(2, 


où ọ (z) = (z — a) ...(x — am)*m ne s’annule pas au point 
x = Oe C'est-à-dire ọ (a) = 0. En dérivant nous avons: 


f (2) = k (z a)" ọ (2) + (2 — a)" g' (2) = 
= (z — a)" [kio (2) + (z — ode Gol 


Posons : 
Ņ (z) = ko (2) + (z — ole (x). 
Alors 
f (a) = (2 — of 4 (2), 
où 


Ņ (a1) = kip (a1) + (a1 — a) p (a1) = kio (a1) Æ 0, 


c'est-à-dire que x = a, est une racine d'ordre k; — 1 du polynôme 
fF (x). On voit immédiatement, d'après la démonstration, que si 
k; = 1, a n'est pas une racine pour la dérivée F (x). 

Il résulte de ce théorème que ai est une racine d'ordre k; — 2 
pour la dérivée f” (x), une racine d'ordre k, — 3 pour la dérivée 
F (z), . . . et, enfin, une racine d'ordre À (une racine simple) pour 
la dérivée ph- (z); & n'est pas une racine pour la dérivée hi (z), 
en d'autres termes, 


fla) =0, f(a) =0, f (a) =0, ..., P (a) = 0, 
mais 


fP (a) #0. 
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$ 8. Décomposition en facteurs d’un polynôme dans le cas 
des racines complexes 


Les racines gu, a, ..., An, de la formule (1) du § 7, ch. VII, 
peuvent être soit réelles, soit complexes. En pareil cas, on peut 
énoncer le théorème suivant. 


Théorème. Si a + ib est une racine complexe du polynôme 
Í (x) à coefficients réels, ce polynôme a également pour racine le nombre 
conjugué a — ib. 


Démonstration. Si nous substituons à la variable z 
du polynôme f (x) le nombre a + ib, nous trouvons, après avoir 
effectué les opérations correspondantes et groupé séparément les 
coefficients de € et ceux qui ne contiennent pas i, que 


fa+ib) =M+iN, 


où M et N sont des expressions qui ne contiennent pas i. 
a + ib étant une racine du polynôme, nous avons 
f(a+ib)=M+iN =0, 
d'où 
M=0, N=0. 
Substituons maintenant à la variable z du polynôme le nombre 
a — ib. Nous trouvons alors, après avoir effectué les opérations 


correspondantes (en vertu de la remarque 3 faite à la fin du § 2 du 
présent chapitre), le nombre conjugué de M + iN; en d’autres 


termes, 

f(a— ib) = M — iN. 
Mais comme M =0 et N =0, nous voyons que f (a — ib) = 0, 
ce qui exprime bien que a — ib est une racine du polynôme. 

Par conséquent, les racines complexes entrent dans la décompo- 
sition du polynôme 

Í (£) = Ao (£ — a) (x — a2) . . E an) 
par paires conjuguées. 

En multipliant entre eux les facteurs linéaires correspondant au 
couple de racines complexes conjuguées, nous obtenons un trinôme 
du second degré à coefficients réels : 

[z — (a + ib)) [x — (a — ib)) = {(x — a) = ibl [(x — a) + ibl = 
= (z — a} + b =? — az + a + b = 2 + pr Hg 
où p = —2a et g = a? + b* sont des nombres réels. , 


Si le nombre a + ib est une racine multiple d'ordre k, le nombre 
conjugué a — ib est aussi une racine multiple d'ordre k, de sorte 


264 NOMBRES COMPLEXES. POLYNOMES ICH. vn 


que dans la décomposition d'un polynôme en facteurs entrent autant 
de facteurs linéaires z — (a + ib) que de facteurs linéaires z — 
— (a — ib). 

Par conséquent, fout polynôme à coefficients réels peut être décom- 
posé en facteurs à coefficients réels du premier et du second degré de 
multiplicité correspondante, c'est-à-dire 


1()= Ao (x — a)" (& — a). 
(ca) "(+ Pit + og)... (2 + per + qo)”, 


où 


kitkat... b k +2 +... -1 2l =n. 


§ 9. Interpolation. Formule d'’interpolation de Lagrange 


Supposons qu'en étudiant un certain phénomène, on ait démontré 
l'existence d'une dépendance fonctionnelle entre des grandeurs z 
et y exprimant l'aspect quantitatif de ce phénomène; la fonction 
y = (z) n’est pas connue, mais 
on a établi en procédant à une 
série d'expériences que la fonction 
y = (x) prend respectivement les 
valeurs Yo, Du, Y2» + — Un quand 
on donne à la variable indépen- 
dante les valeurs zo, Zi, Z2, < © En 
appartenant au segment Ía, b]. 

Le problème qui se pose est de 
trouver une fonction aussi simple 

Fig. 165 que possible (un polynôme par exem- 

ple), qui soit l'expression exacte 

ou approchée de la fonction inconnue y = œ (x) sur le segment 

la, bl. D'une manière plus générale le problème peut être posé 

comme suit: la valeur de la fonction y = q (x) est donnée en n + 1 
points différents Zo, Zi, . -., Zn du segment [a, bl: 


Yo = E Gol, Yi = (x), e en Un — O (Tn); 


on demande de trouver un polynôme P (x) de degré <n expri- 
mant d'une manière approchée la fonction q (x). | 

Il est tout naturel de choisir le polynôme de manière qu'il prenne 
aux points To, Zi, Te, - - ., Zn les valeurs yo, Yi, Y2» - . Yn de la 
fonction (x) (fig. 165). Dans ce cas, le problème que nous avons 
posé et qui s’appelle « problème d'énterpolation de la fonction » peut 
être formulé de la manière suivante: trouver pour une fonction 
donnée œ (x) un polynôme P (x) de degré <n qui prenne aux points 
Zos Zis + + + Zn les Valeurs 


Yo — P (z0), My — 9 (z1), seen Un = (£n). 
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A cette fin, choisissons un polynôme de degré n de la forme 
P (x) = Co (£ — z4) (£ — z2) . . . (£ — Tn) + 
+ Ci (2 — o) (£ — T2) . . . (£ — 2) + 


+ C2 (£ — T0) (£ — Tı) (£ — T3) . . . (T — 2) +!'.. 


co H Cn (T — To) (£ — z;) . . . (E — Tn-1) (1) 
et déterminons les coefficients Co, C1. ..., Ca de manière que 
soient vérifiées les conditions 

P Goal = yo, P (2) = y... P (£n) = Yn. (2) 


Faisons dans la formule (1) z — zo; alors, en vertu des égalités 
(2), nous avons: 


Yo = Co (To — 21) (Zo — 22) . . . (Zo — Tn), 
d'où 
KS Yo 
(Zo — 21) (To — 22). . (Zo — £n) 
Faisons ensuite z = Zu, nous avons: 
Yı = Ci (mi — To) (ri — T2) - . + (Zi — Zn), 


Co 


H 


d'où 
Co M 
(T1 — T0) (Z1 — 22)... (T4 — Tn) 
En procédant de cette manière, nous trouvons successivement 
EE E E 
(T2 — T0) (T2 — 14) (T2 — al... (Z2 — Tn)” 


e >o» a a oso ooo ooo ooo o ‘p on o o sw 


C2 


Ce 
(En — 20) (En — 21) (Zn — al... (En — Tn-1) 
En substituant les valeurs ainsi trouvées des coefficients dans 
la formule (1), nous avons: 
P (2) = (£ — z) (£ — x). se (£ — Tn) 
(To — 11) (Zo — zl... (To — Zn) 
(T — To) (T — 12) - . . (£ — Zn) 
(Z1 — To) (T1 — zl... (Z1 — Tn) 
(x — T0) (Z — 2)... (T — Zn1) 3 
Le Ha, ) 
Te — Lo) (Zn — Li) . - - (Zn =). | 


Cette formule est appelée formule d’interpolation de Lagrange. 


Yo + 
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Indiquons, sans donner de démonstration, que si Ọ (z) a une 
dérivée d'ordre (n + 1) sur le segment Io, b], l'erreur commise 
en remplaçant la fonction ọ (x) par le polynôme P (x), c'est-à-dire 
la quantité R (x) = ọ (z) — P (x), vérifie l'inégalité 


| R (2)] < | (z — To) (£ — 11) - - - (£ — Tn) | X 


NO. (n+1) 
X max æ)|. 

mD lọ” "al 

Remarque. Il résulte du théorème 4, § 6, ch. VII que le - 
polynôme trouvé P (x) est le seul polynôme qui satisfasse aux con- 
ditions du problème posé. 

Notons qu’il existe également d'autres formules d'interpolation. 
Tuned d’entre elles, la formule de Newton, est considérée dans 
ep) 


` i Exemplo. Les eut d'une ex pate nous ont cu les var 
onction y — = 3, y = —5, y correspondant aux valeurs 
2, —4 de la EN een z. : 

Exprimer la fonction y — (z) d’une manière approchée par un polynôme 
du second degré. 


Solution. En vertu de la formule (3), nous avons (pour n = 2): 


-EDE EHA L Gute 
degt KC UE eera E EES CN 


ou 


DIE 


$ 10. Formule d’interpolation de Newton 


Supposons que soient connues (n + 1) valeurs yo, Yi», - + -s Un 
de la fonction ọ (x) pour les (n -+ 1) valeurs de la variable indépen- 
dante Zo, Ti, .. . Zn. La différence entre les valeurs consécutives 
de la variable indépendante est supposée constante. Désignons-la 
par k. Nous pouvons ainsi dresser le tableau suivant des valeurs 
de la fonction inconnue y = ọ (x) pour les valeurs correspondantes 
de la variable indépendante. 


Formons un polynôme de degré non supérieur à p qui prend les 
valeurs correspondantes de y pour les valeurs correspondantes de x. 
Ce polynôme représentera approximativement la fonction (x). 
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Introduisons au préalable les notations : 


AYo= Yi — Vos AY = Y2 — Yn Ass Ha — Yaz -> 
Ayo = yz — Zu + Yo = Ayi — Ayo, Ayi = Aye — 
— At, -.., 

Ayo = ys — Bye + Bu — Yo = Ayi — Ayo, - 


e e o >o oo oè oo oo ooo a oo ooo ‘oo o o o ss o 


Ce sont ce qu’on appelle les différences du 1%, 2°, ..., n-ième 
ordre. 

Ecrivons le polynôme prenant les valeurs yo, y, respectivement 
pour Zo, zı. Ce sera un polynôme du je degré 


P, (= vo + A. d 
En effet, 
h 
P, GO = Yos Du Lan = Yo + Ayo = yo + (Yi — Yo) = Y1- 


Ecrivons le polynôme prenant les valeurs yo, Y1, Ha respective- 
ment pour To, Zi, Ze, Ce sera un polynôme du 2° degr 


— Ayo z — To (x — 
Pe mm Tui a(i aa: 2 
2 (1) = Ho + Ayo h + En h h (2) 


En effet, 


P, Lx = Yo P: Lx = Yi 


Ayo 2h (2h 
Pzlx=x, = Yo + Aa 2 + -7 SC A e ENER 


Le polynôme du troisième degré sera de la forme: 


Seen Kee ) 
P;(z)= Yo + å Zop 2o KS ES L1] 
= w WË h 2) hk hk 


nz als. )(==- ) 
cg 3 h h : h Zb 8) 


Enfin le polynôme du n-ième degré adoptant les valeurs 
Yos Yis Y2s » + > Un respectivement pour To, Ti, Los en Tp Sera 
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de la forme: 


Z—% Ëss 4) 
D WE h D KEN 


P, (2) = yo + Ayo ——— 
ec. [=- D | 
Eee S 1). bäi, m 


ce dont on peut se convaincre par substitution directe. C'est là ce 
qu'on appelle la formule d'interpolation ou le polynôme d'interpolation 
de Newton. 

En fait, pour ce tableau le polynôme de Lagrange et le polynôme 
de Newton sont identiques, bien que différemment écrits, car le 
polynôme du degré non supérieur à n, prenant (n + 1) valeurs 
données pour les (n + 1) valeurs données de zx, est déterminé uni- 
voquement. 

Dans de nombreux cas le polynôme d'interpolation de Newton 
est plus commode que le polynôme d'interpolation de Lagrange. 
La particularité de ce polynôme réside dans le fait qu’en passant 
du polynôme du k-ième degré au polynôme du (k + 1)-ième degré 
les (k + 1) premiers termes ne sont pas modifiés: seul un nouveau 
terme vient s'ajouter qui est égal à zéro pour toutes les valeurs 
précédentes de la variable indépendante. 

Remarque. D’après les formules d'interpolation de Lagran- 
ge let. formule (3), § 9] et de Newton [formule (4)] les valeurs de la 
fonction sont déterminées sur l'intervalle zo < £ < z. Si l'on 
détermine d’après ces formules la valeur de la fonction pour z < Zo 
(on peut le faire pour de faibles valeurs de | z — x, |), on dit alors 
que l’on effectue une extrapolation du tableau dans le passé. Si l’on 
détermine la valeur de la fonction pour x, << x, on dit que l’on 
effectue une extrapolation du tableau dans le futur. 


$ 11. Dérivation numérique 


Supposons que les valeurs d’une certaine fonction inconnue (x) 
sont données dans le tableau, que nous avons considéré au début du 
§ 10. On demande de déterminer la valeur approchée de la dérivée 
de cette fonction. Le problème se résout ainsi. On construit le poly- 
nôme d'interpolation de Lagrange ou de Newton et on trouve la 
dérivée de ce polynôme. 

Comme on considère habituellement des tables dressées pour des 
différences égales entre les valeurs voisines de l'argument, nous 
utiliserons la formule d'interpolation de Newton. Soient données 
trois valeurs de la fonction yo, Hu, Us pour les valeurs Zo, Ti, Ze 
de l'argument. Nous écrivons alors le polynôme (2) $ 10 et nous 
le dérivons. Nous obtenons la valeur approchée de la dérivée de la 
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EE 


fonction sur le segment zo S ZS T2 


d D Ayo Ayo ( T — To ) 
g ie fil S (1) 
Pour xz = Za nous obtenons 
e > Ayo Ayo 
= D = — — —, 2 
P (z0) 2 (To) = h En (2) 


Si nous considérons un polynôme du troisième ordre (cf. (3) 
§ 10), nous aurons après dérivation pour sa dérivée l'expression : 


2 — 
e bs Pati + M2 1) + 


2h h 
Aires -6 (2=3) +2]. o 
2-3h h h 
En particulier, pour z = Zo nous obtenons: 


bk e AY Ayo Ayo 
xP EE — e ` CS — e A 
P (20) & P:(x) = h E + E (4) 


Si nous utilisons la formule (4) § 10, nous obtiendrons pour 
l'expression approchée de la dérivée au point z = Za 


, e Ayo Au An Au 
xP =- 2 DEE DEE 5 
. P ov n (2) h 2h 3h 4h © 


Notons que pour les fonctions possédant une dérivée, la diffé- 
rence Ay, est un infiniment petit du premier ordre, Afy, un infini- 
ment petit du second ordre, Ay, un infiniment petit du troisième 
ordre, etc., par rapport à k. 


€ 


$ 12. Meilleure approximation d'une fonction par des 
polynômes. Théorie de Tchébychev 


Le problème considéré dans les paragraphes 9 et 10 nous conduit 
tout naturellement à nous poser la question suivante: soit une fonc- 
tion continue ọ (z) définie sur le segment fa, b]. Peut-on approcher 
` cette fonction à l’aide d’un polynôme P (z) avec un degré 
de précision arbitrairement donné au préa- 
lable ? En d’autres termes, peut-on trouver un polynôme P (x) tel 
que la différence en valeur absolue entre e (x) et P (x) soit inférieure 
en re point du segment la, b] à un nombre arbitraire donné 
e> 
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Le théorème suivant, que nous énonçons sans donner de démons- 
tration, répond par l'’affirmative *) à cette question. 


Théorème de Weierstrass. Si la fonction (x) 
est continue sur le segment (a, b], alors pour tout e > 0 il existe un 
polynôme P (x) tel qu'en chaque point de ce segment l'inégalité 

Ip@—P@I<e 
est satisfaite. 

Le célèbre mathématicien soviétique S. Bernstein a indiqué 
une méthode rationnelle pour construire des polynômes sensiblement 
égaux à la fonction continue donnée sur le segment considéré. 

Supposons que la fonction (x) soit continue sur le segment IO, 1]. 
Formons l'expression 


BA (x) = > H (=) Ea — 2)", 


Dans cette expression C} sont les coefficients du binôme de Newton 
et p =) la valeur de la fonction donnée au point z = m . L'expres- 


sion B, (x) est un polynôme de degré n; on l'appelle polynôme de 
Bernstein. 

Pour tout nombre arbitrairement petit e > 0, on peut toujours 
trouver un polynôme de Bernstein de degré tel que soit vérifiée 
l'inégalité | 

| Ba ()—p(DI<e 


en tous points du segment [0, 1]. 

Remarquons que le choix du segment [0, 1] ne restreint pas la 
généralité, car on peut toujours ramener un segment quelconque Je, b] 
au segment [0, 1] à l’aide du changement de variable z = a + 
+ ż (b — a). Cette transformation conserve le degré du polynôme. 

C’est au célèbre mathématicien russe P. Tchébychev (1821-1894), 
l'un des représentants les plus éminents de la pensée mathé- 
matique, qu'appartient le mérite d'avoir élaboré la théorie de la 
meilleure approximation des fonctions à l'aide de polynômes. Il 
lui appartient, dans ce domaine des mathématiques, des résultats 
fondamentaux qui ont ouvert la voie aux travaux ultérieurs de ses 
nombreux continuateurs. 

Le point de départ de cette théorie de Tchébychev fut son mémoire 
sur la théorie des mécanismes articulés. C'est justement l'étude 
de ces mécanismes qui le conduisit à rechercher parmi tous les poly- 


+) Remarquons que le pol nôme d'’interpolation de Lagrange (voir (3), 
$ 9) ne permet pas de répondre la question posée. Aux points Zo, Zi, + vu In 
les valeurs de ze polynôme sont effectivement égales aux valeurs correspon- 
dantes de la fonction, mais, en tout autre point du segment [a, b], ces valeurs 
peuvent différer notablement. 
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nômes d'un degré n donné, dont le coefficient de z” est égal à un, 

celui qui diffère le moins de zéro sur le segment donné. Le grand 
mathématicien parvint à résoudre ce problème, et les polynômes 
trouvés furent nommés par la suite polynômes de Tchébychev. Ces 
polynômes ont de nombreuses propriétés remarquables et consti- 
tuent à l'heure actuelle un puissant moyen d'investigation dans 
de nombreux problèmes mathématiques et techniques. 


Exercices 
1. Calculer (3-p 5i) (4— i). Rép. 17+17i. 
2. Calculer PIa (7+3i). Rép. 9-+95i. 


3. Calculer -2= 1 _19 


Ze: Rép. rate 
4. Calculer (4—7i}S. Rép. —524 | 7i. 
5. Calculer Vi. Rép. + 


6. Calculer y —5— 42i. Rép. + (2— 3i). 
7. Mettre sous forme trigonométrique les expressions : 


a) 1 +i. Rép. 2 (cos Z tin à). 
b) 1—i. Rép. V2 (cos Ti sint) R 


8. Trouver C i. Rép. Vs ; —i; ee | 


© 


. Exprimer les expressions suivantes en on des puissances de sin z 
et cos z: sin 2z, cos 2z, sin 4x, cos Ar, sin 5z, cos 5r. 


10. Exprimer en fonction des sinus et cosinus des arcs E les expressions : $ 
cos? r, cos? z, cost z, cos z, cos? z; sin? z, sin? x, sin sin? z. 

11. Diviser f (z) à ei 8z —1 par z+ 4. mp (sl =(z+4)x 
x SC 8z t an — 161, c'est-à-dire quotient: — 8z + 40; reste: 
f(—4 = — 161. 

12. Diviser f (x) — r? + 1225 + 54z2 + 108r + 81 par z + 3. Rép. f (x) = 
= (z + 3) (z? + 922 + 277 + 27). 

13. piver T. par z — í. Rép. f(z) = (z — 1) (£+ 5+ t + 


a+ xt + 2 + 
Dom pese en Get les polynômes suivants: 
14. f(x) = — 1. Rép. f(z) = (z — 1) (z +1) (2 + 1). 
15. f (z) = 13? — z — 2. Rép. f(x) = (z — 2) (z + 1). 
16. f(x) =z3 + 1. Rép. f(z) =(r+1)(2 — z + 1). 


17. Les résultats des expériences ont donné les valeurs suivantes de la fonction 
y der: 


Yy = 4 pour z; = D, 
y= 6 porr = 1, 
ya = 10 pour r; = 2. 
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Exprimer cette fonction d'une manière approchée à l’aide d'un polynôme 
du second degré. Rép. z? + x + 4. 


18. Trouver un pois du quatrième Ki gul prenne respectivement les 
valeurs 2, 1, , D pom ia valeurs 1, 2, 3, 4, 5 de z. 
Rép. ERA 


49. Trouver le polynôme Ce degré aussi petit qe, TT ei prenne respecti- 
vement les valeurs 3, 7, 9, 19 pour z = 2, 4 . Rép. 2z — À. 


20. Trouver les rolynomes de Bernstein du Kader deuxième, troisième et 
quatrième degré pour la fonction y — sin zx sur le segment IO, 1]. 


Rép. Bı (z)=0; B, (z)=2r(1— z); B3(z)= V3 4; B, (z) = 2z (1— z) X 


x [(2 V2—3) 22—(2 V2—3)z+ V2]. 


Chapitre VIII 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


$ 1. Définition des fonctions de plusieurs variables 


En étudiant les fonctions d'une seule variable nous avons remar- 
qué que l'analyse de nombreux phénomènes nécessite l’emploi des 
fonctions de deux ou plusieurs variables indépendantes. Citons quel- 
ques exemples. 

Exemple 1. L'aire S d'un rectangle de côtés x et y est donnée par la 
formule bien connue 

S = zy. 
A chaque couple des valeurs de z et y correspond une valeur bien déterminée de 
la surface S. S est donc une fonction de deux variables. 


Exemple 2. Le volume V d'un parallélépipède rectangle, dont la lon- 
gueur des arêtes est respectivement x, y, z, est donné par la formule 


V = EE A 
Ici V est une fonction de trois variables x, y, z. 


Exemple 3. La portée R d'un projectile lancé à la vitesse initiale vo 
sous un angle q avec l'horizon est donnée par la formule 


pang. 
g 


(si l'on néglige la résistance de l'air). g désigne ici l'accélération de la pesanteur. 
A chaque couple de valeurs vo et o Corre pond une valeur bien déterminée de R, 
en d’autres termes, R est une fonction de deux variables vo et o. 
Exemple 4. 
D EP ERP 
Vis 


u est ici une fonction de quatre variables x, y, z, t. 


Définition 1. Si à chaque couple (x, y) de valeurs de 
deux variables x et y, indépendantes, prises dans un certain domaine 
de définition D correspond une valeur bien déterminée de la variable 
z, on dit que z est une fonction de deux variables indépendantes x et y 
définie dans le domaine D. 

On désigne une fonction de deux variables par la notation 


z = f(x, y) ou z =F (z, y), etc. 


Une fonction de deux variables peut être exprimée soit à l'aide 
de tables, soit analytiquement, à l'aide d'une formule comme nous 


18—1162 
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l'avons fait dans les quatre exemples cités ci-dessus. La formule 
permet de dresser le tableau des valeurs que prend la fonction pour 
chaque couple de valeurs des variables indépendantes. Par exemple, 
on peut former le tableau à double entrée suivant dans le cas du 
premier exemple : 


Dans ce tableau on trouve la valeur de la fonction S à l'intersection 
de la ligne et de la colonne correspondant aux valeurs choisies de z 
et de y. 

Si la dépendance fonctionnelle z = f (x, y) a été établie à la 
suite de mesures effectuées sur la variable z au cours de l'étude 
expérimentale d'un phénomène quelconque, on obtient alors un 
tableau à double entrée définissant z en fonction des deux variables 
z et y. Dans ce cas, la fonction est donnée uniquement par un tableau. 

La fonction de deux variables, de même que la fonction d'une 
seule variable, peut ne pas être définie pour toutes les valeurs arbi- 
traires des variables indépendantes x et y. 


Définition 2. On appelle domaine de définition ou domaine 
d'existence de la fonction 
z = f (x, y) 


l'ensemble des couples (x, y) des valeurs de z et de y pour lesquelles 
cette fonction est définie. 

Le domaine d'existence d'une fonction de deux variables peut 
être géométriquement interprété comme suit: si l’on représente 
chaque couple des valeurs z et y par un point M (x, y) du plan Oxy, 
le domaine de définition de la fonction sera représenté par un ensem- 
ble de points de ce plan. Nous appellerons cet ensemble de points 
domaine de définition de la fonction. En particulier, ce domaine 
peut occuper le plan Ozxy tout entier. Par la suite, les domaines de 
définition, que nous aurons à considérer, seront constitués par des 
parties du plan délimitées par certaines cour- 
bes. La courbe qui délimite le domaine de définition est appelée 
frontière de ce domaine. Les points du domaine qui n'appartiennent 
pas à la frontière sont appelés points intérieurs du domaine. Tout 
domaine constitué de points intérieurs s'appelle domaine ouvert. 
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Un domaine complété de sa frontière est dit domaine fermé. Le 
domaine est dit borné s'il existe une constante C telle que la distance 
M de tout point de ce domaine à l'origine des coordonnées O est 
inférieure à C, autrement dit, | OM | < C. 


Exemple 5. Déterminer le domaine naturel de définition de la fonction 
z = 2r — y. 
L'expression analytique 2r — y est définie pour toutes les valeurs arbitrai- 


res de z et de y. Par conséquent, le domaine naturel de définition de cette fonc- 
tion coïncide avec le plan Oxy entier. 


Exemple 6. 
z= V1—r?—y?. 


Pour que z soit réel il faut que le radical soit un nombre non négatif ou, en 
d'autres termes, que x et y vérifient les inégalités i 


TEE EE EE E DE <i. 


L'ensemble des points M (x, y), dont les Z 


coordonnées vérifient cette inégalité, est la partie 
du plan délimitée par le cercle de rayon { et de 
centre à l'origine des coordonnées (plus exacte- 
ment l'intérieur de ce cercle et sa circonférence). 


Exemple 7. 0 


T 
z = Log (z + y). 
Les logarithmes n'étant définis que pour les SE, ZA 
lines ositifs, on doit avoir nécessairement A A 
‘inégali 


r+y>0 ou y > —r. Fig. 166 
Le domaine naturel de définition de cette fonction est, par conséquent, le 
demi-plan situé au-dessus de la droite y = —z (les points de la droite n'appar- 
tiennent pas au domaine) (fig. 166). 
Exemple 8. La surface S d'un triangle est une fonction de la base z 
et de la hauteur y: 
= 
RE Sé 
Le domaine de définition de cette fonction est évidemment le domaine 
xz > 0, y > 0 (il est clair que la base et la hauteur ne peuvent être exprimées 
que par des nombres strictement itifs). 
otons que le domaine de définition de la fonction considérée ne s'identifie 
pas au domaine naturel de définition de l'expression analytique qui la définit, 


le domaine naturel de définition de l'expression F occupant évidemment le 


plan Ozy tout entier. 


On peut aisément étendre la définition d’une fonction de deux 
variables réelles indépendantes au cas de trois et plus variables 
indépendantes. 


Définition 3. Si à tout système ordonné de valeurs des 
variables z, y, Z. ..., U, t correspond une valeur bien déterminée 
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de la variable w, on dit que w est une fonction des variables indépen- 
dantes z, y, 2, ..., U, tet on note w = F (x, y, z, ..., u, t) ou 
w = f (z, Y, 2, .. . U, D etc. 

On définit le domaine de définition d'une fonction de trois, 
quatre ou d'un nombre quelconque de variables de la même façon 
que dans le cas d'une fonction de deux variables. 

Ainsi, le domaine de définition d'une fonction de trois variables 
est un ensemble de systèmes ordonnés des valeurs (z, y, z). Notons 
immédiatement que tout système ordonné de trois nombres définit 
un point M (x, y, 2) de l'espace Oz Il en résulte que le domaine 
de définition d’une fonction de trois variables est un certain ensem- 
ble de points de l’espace. 

On peut définir de même le domaine de définition d’une fonction 
de quatre variables indépendantes u = f (x, y, z, D, comme un 
certain ensemble de systèmes ordonnés des quatre valeurs (x, y, z, £). 
Toutefois, il n’est pas possible dans ce cas, ainsi que dans le cas 
d'un nombre plus grand de variables indépendantes, de donner une 
interprétation géométrique simple du domaine de définition. 

La fonction considérée dans l'exemple 2 est une fonction de trois 
variables indépendantes définie pour toutes les valeurs de z, y, 2. 

La fonction considérée dans l'exemple quatre est une fonction 
de quatre variables indépendantes. 


Exemple 9. 
w= Mi —23— y? —z?— u3, 
w est ici une fonction de quatre variables indépendantes z, y, z. u ; elle est défi- 
nie pour les valeurs des variables indépendantes vérifiant l'inégalité 
1—r — pP — 2 — u >O. 


§ 2. Représentation géométrique d'une fonction 
de deux variables 
Soit 
z = f (z, y) (1) 
une fonction définie dans un domaine G du plan Ozy (ce domaine 
peut occuper, en particulier, le plan tout entier) et soit Oxyz un 
système de coordonnées cartésiennes dans l'espace (fig. 167). En 
chaque point (x, y) du domaine G élevons une perpendiculaire au 
plan Ozy sur laquelle nous portons un segment égal à la valeur de 
f (z, y). 
i Nous obtenons alors un point P de l'espace dont les coordonnées 


sont 
T, Y, 2 = Í (z, y). 


Le lieu géométrique de tous les points P, dont les coordonnées 
vérifient l'équation (1), est appelé le graphique de la fonction de 
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deux variables. On sait, du cours de géométrie analytique, que 
l'équation (1) définit une surface dans l'espace. Le graphique d une 
fonction de deux variables est donc une surface dont la projection 
dans le plan Ozy est le domaine de définition de cette fonction. 
Chaque perpendiculaire au plan Ozy coupe la surface z = f (x, y) 
au plus en un seul point. 


Fig. 167 Fig. 168 


Exemple. On sait, du cours de géométrie analytique, que le graphique 
de la fonction z = x° + y? est un paraboloïde de révolution (fig. 168). 


Remarque. Il n’est pas possible de représenter géométri- 
quement dans l’espace le graphique d'une fonction de trois ou d’un 
nombre plus élevé de variables indépendantes. 


$ 3. Accroissement partiel et accroissement total 
de la fonction 


Considérons la courbe PS définie par l'intersection de la surface 
z = f (x, y) 


avec le plan y = const parallèle au plan Ozz (fig. 169). 

y étant constant en tout point de ce plan, z variera le long de la 
courbe PS en fonction de z seulement. Donnons à la variable indé- 
pendante z un accroissement Az; l'accroissement correspondant de 
z est alors appelé accroissement partiel de z par rapport à z; il est 
noté par A,z (le segment SS’ de la figure 169) et défini par la rela- 


tion: 
Az = f(x + Az, y) — f (z, y). (1) 


De même, si x est constant et que l’on donne à y un accroissement 
Ap, l'accroissement correspondant de z est appelé alors accroissement 
partiel de z par rapport à y et noté A,z (le segment TT’ de la figu- 


re 169): 
Ayz = f (z, y + Ay) = Î (z, y). (2) 


La fonction reçoit donc l'accroissement A,z « le long de la courbe » 
définie par l'intersection de la surface z = f (x, y) et du plan z = 
= const, parallèle au plan Oyz. 
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Si maintenant on donne simultanément un accroissement Az 
à la variable indépendante z et un accroissement Ay à la variable 
indépendante y, l'accroissement correspondant Az de z qui en résul- 


Fig. 169 


tera est appelé accroissement total de la fonction z; l'accroissement 
total est défini par la formule: 


Az = f (z + Az, y + An — Í (z, y). (3) 


L'accroissement Az est représenté par le segment QQ’ de la 
figure 169. 

Notons qu'en général l'accroissement total n'est pas égal à la 
somme des accroissements partiels : 

Az Æ A2 + Az. 
Exemple. z = zy, 
Az = (z + âz) y — zy = ybr, 
Ayez = z (y + Ay) — ty = rby, 
Az = (z + Az) (y + Ay) — zy = yAz + xAy + Azôy. 
Pour z = 1, y = 2. Az = 0,2, Ay = 0,3, on a A,z = 0,4, 
Az = 0,3, Az = 0,76. 

On définit d’une manière analogue l'accroissement total et les 
accroissements partiels des fonctions d'un nombre quelconque de 
variables. On aura par exemple pour une fonction de trois variables 
indépendantes u = f (x, y, t): 

Azu = f (z + Az, y, t) — Í (zx, Y, t), 
Au ES: Î (z, y + Au, t) — f (z, Y, t), 
Au = f (z, Y: t+ At) — f (x, Y: t), 
Au = f(x + Az, y + Ay, t + At) — f(x y, t). 


8 4] CONTINUITÉ DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES ` 279 


$ 4. Continuité des fonctions de plusieurs variables 


Introduisons tout d’abord la notion importante de voisinage d'un 
oint donné. On appelle voisinage du point Mo (to, Yo) de rayon r 
‘ensemble de tous les points (x, y) qui satisfont à l'inégalité 

V (£ — 20) + (y — yo)? <r, c'est-à-dire l’ensemble de tous les 
points situés à l’intérieur du cercle de rayon r et de centre au point 
Mo (Go, Yo). 

Par la suite, quand nous dirons que la 
fonction f(x, y) a une certaine propriété 
« au voisinage du point Mo (Zo, Yo) 8, cela 
signifiera qu'il existe un cercle de centre 
au point Mo (Zos yo) en tous les points 
duquel la propriété donnée de la fonction 
est vérifiée. 

Avant de passer à l'étude de la conti- 
nuité des fonctions de plusieurs variables, 
arrêtons-nous à la notion de limite des fonc- 
tions de plusieurs variables *). Soit donnée Fig. 170 


z = f (z, y) 
une fonction définie dans un certain domaine G du plan Ozy. 


Considérons un certain point Mo (Xo, yo) situé à l'intérieur ou 
sur la frontière du domaine G (fig. 170). 


Définition 1. On dit que le nombre À est la limite de la 
fonction f (x, y) quand le point M (x, y) tend vers le point Mo Go, Yo) 
si- pour tout e œ> 0 il existe un nombre r œ 0 tel que pour tous les 


points M (x, y) vérifiant l'inégalité MMo < r, l'inégalité 
If (c, y —Al<e 
est satisfaite. 


Si le nombre À est la limite de la fonction f (z, y) quand 
M (x, y) — Mo (to, Yo), on note: 


lim f(x, y) = À. 
X—+Xo 
U—+Vo 
Définition 2. Soit Mo (Zo, ÿo) un point appartenant au 
domaine de définition de la fonction f (z, y). On dit que la fonction 
z = f (z, y) est continue au point Mo (to, yo) si l'égalité 
lim PACA y) = f (To, Yo) (1) 


x—>xo 
Vo 


si En fait, nous n'étudierons que les fonctions de deux variables, car 
l'étude des fonctions de trois ou d'un nombre plus élevé de variables n'apporte 
aucun élément nouveau, mais entraîne des difficultés complémentaires d'or- 
dre technique. 
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est vérifiée quand le point M (x, y) tend arbitrairement (tout en 
restant à l’intérieur du domaine de définition) vers le point 
Mo Go, Yo). 

Posons z = zo + Az, y = yo + ^y. L'égalité (1) peut alors 
s'écrire: 


lim f (zo + Az, yo + ây) = f (Zo, Yo) (1) 
SE 
ou 
a Lf (To + Az, Yo + Ay) — f (or yo] = 0. (1°) 
Ay—0 


Posons Ap = V (Az)? + (Ay) (voir fig. 169). Quand Az —+ 0 et 
Ay— 0, Ap— 0 et, inversement, si Ap— 0, alors Ar —+ 0 et 
Ap — 0. 

L'expression entre crochets dans l'égalité (1°) n'est autre que 
l'accroissement total Az de la fonction z. Par conséquent, l'égalité 
(1”) peut être mise sous la forme 


lim Az= 0. OU" 
Ap—+0 


Une fonction continue en chaque point d’un certain domaine 
est dite continue dans ce domaine. 
Si la condition (1) n’est pas remplie en un certain point N (zo, yo), 
ce point est appelé point de discontinuité de la fonction z = f (x, y). 
Citons quelques exemples où la condition OU) n'a pas lieu: 
4) z = f (x, y) est définie en chaque point d’un certain voisinage 
du point N (zo, Yo), mais n’est pas définie en ce point ; 
2) la fonction z = f (x, y) est définie en chaque point d’un voisi- 
nage du point N (zo, yo), mais la limite lim f (x, y) n'existe pas; 
xxo 
y 
3) la fonction est définie en chaque point du voisinage de 
N (zo, Yo), la limite lim f (x, y) existe, mais 
yo 
lim f(x, y) Æ f (to, Hei, 
xxo 
Y+Yo 
Exemple 1. La fonction 
2 = a + ya 


est continue pour toutes les valeurs de x et y, c'est-à-dire en chaque point du plan 


zy. 
En effet, quels que soient les nombres z, y, Az et Ay, on a: 


Az = [(z + Az} + (y + Aug — (° + y’) = 
= Zär + 2yAy + Ax? LA, 
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Par conséquent, 


Citons maintenant un exemple de fonction discontinue. 


Exemple 2. La fonction 


est définie partout, sauf au point z — 0, y = 0 (fig. 174, 172). ` 
Considérons les valeurs que prend z aux points situés sur la droite y = kr 
(k = const). Il est évident que pour tous les points de cette droite 


2kr2 2k 
s= a kA ES US COM 


en d'autres termes, sur chaque droite passant par 1 origine la fonction z a une 
valeur constante, mais qui dépend du coefficient angulaire k de cette droite. 


y 
L pE p 
c 
8 
0 A T 
Fig. 171 Fig. 172 
C'est pourquoi la valeur limite de la fonction z dépend du chemin uru par le 


point (x, y) quand il tend vers l'origine des coordonnées. Cette fonction a, par 
conséquent, une discontinuité en ce point. Cette discontinuité est telle qu'on ne 
put pas la faire disparaître en donnant à la fonction z une valeur appropriée 

l'origine. D'autre part, on voit aisément qu'en tout point différent de l'origine 
la fonction est continue. 


Indiquons sans démonstration certaines propriétés importantes 
de la fonction de plusieurs variables continue dans un domaine 
fermé borné. Ces propriétés sont analogues aux propriétés des fonc- 
tions d'une seule variable, continue sur un segment (cf. § 10, ch. Il). 


Propriété 1. Si la fonction f(z, y,...) est définie et 
continue dans le domaine fermé et borné D, alors il existe dans le 
domaine D au moins un point N Go, Yo, . . .) tel que pour tous 
les autres points du domaine on a la relation 


Í Go, Yo: ..)2>f(, Y, ss) 
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et au moins un point Ñ Ga, Yo, . - .) tel que pour tous les autres 
points du domaine on a la relation 


Í Go Yos- Lef, y...) 


Nous appellerons la valeur f (zo, yo, - - .) = M de la fonction 
la plus grande valeur de la fonction f (x, y, . . .) dans le domaine 
D, et la valeur f Go, yo, . . .) = m la plus petite valeur. 

Cette propriété peut également être formulée comme suit. Une 
fonction continue dans le domaine fermé borné D atteint dans ce domaine 
au moins une fois sa plus grande valeur M et sa plus petite valeur m. 


Propriété 2. Si la fonction f(x, y, .-..) est continue 
dans le domaine fermé borné D et si M et m sont la plus grande et la 
plus petite valeur de la fonction f (x, y, ...) dans ce domaine, 
alors pour tout nombre p vérifiant la condition m < p < M, il 
existe dans le domaine un point Ne (z2, y3, ...) tel que l’on aura 
l'égalité TG, Vo» SS .) Se 


Conséquence de la propriété 2. Si la fonction 
f(x, y, ...) est continue dans un domaine fermé borné et prend 
des valeurs tant positives que négatives, alors à l'intérieur de ce 
domaine il existe des points où la fonction f (x, y, . ..) s’annule. 


$ 5. Dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables 


Définition. On appelle dérivée partielle par rapport à x 
de la fonction z = f (x, y) la limite du rapport de l'accroissement 
partiel A,z par rapport à x à l'accroissement Ax de la variable z, 
quand Ar tend vers zéro. 

On désigne la dérivée partielle par rapport à x de la fonction 
z = f (x, y) par l’une des notations suivantes 

; E ôf 
Zx; zy); —; —. 
si falz, y) CECR 


Donc, par définition, 


ds : Az lim LST Aë, TSM 
ðr Ax-+0 AT  ax-0 Az 


On définit de même la dérivée partielle de la fonction z = f (x, y) 
par rapport à y comme la limite du rapport de l'accroissement 
partiel A,z par rapport à y à l'accroissement Au quand Au tend 
vers zéro. On désigne la dérivée partielle par rapport à y par l’une 
des notations suivantes 

; EE of 
; z, y); —; —. 
zy; fula, y) SE Ze 
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Ainsi, 
z — lim AE Jim + AW e. 


— = li 


ôy Ayo Ay  aAv-0 Ay 


En remarquant que A,Z est calculé en laissant y inchangé et A 
en laissant z inchangé, on peut alors définir la dérivée partielle 
de la manière suivante: on appelle dérivée partielle de la fonction 
z = f (x, y) par rapport à x la dérivée par rapport à x calculée en 
supposant y constant. De même, on appelle dérivée partielle de la 
fonction z = f (x, y) par rapport à y la dérivée par rapport à y 
calculée en supposant x constant. 

Il résulte de cette définition que les règles de calcul des dérivées 
partielles sont les mêmes que celles employées pour calculer la 
dérivée des fonctions à une variable; il faut seulement se rappeler 
par rapport à quelle variable on effectue la dérivation. 


Exemple 1. Trouver les dérivées partielles 


Ge EI à 
KS et dy de la fonction :—z® sin y. 
Solution. 
Ei A Ge 
Z e Z za 
CS —/2zsiny; ET z? cos y. 


Exemple 2. z=, 
Dans ce cas, 


Ki EI 
Se 1, — 
CS pi, à æ Logz. 


On définit, d'une manière analogue, les dérivées partielles d'une 
fonction d’un nombre quelconque de variables. Par exemple, si 
nous prenons une fonction u de quatre variables z y, z, t: 


u = f (z, Y, 2, t), 


alors 

du L ue LEAT, y, 2 1) — f(x, y, 0 

_ ôx Ax—>0 ; Az ? 
Õu jim DST AS IER Ss e 
du Ayo Ay 

Exemple 3 u=z? 4 y8 + ztz3, 

ðu d du _ y ðu 3 ðu 
ee ett: gT Kees aa” 
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$ 6. Interprétation géométrique des dérivées partielles 
d’une fonction de deux variables 


Soit 
2 = Í (z, y) 


l'équation de la surface représentée sur la figure 173. 

Menons le plan z = const. L’intersection de ce plan et de la sur- 
face définit une courbe PT. Considérons pour une valeur donnée de z 
un point M (z, y) du plan Oxy. Au point M correspond un point 
P (z, y, 2) sur la surface z = f (x, y). En laissant x inchangé, don- 
nons à y un accroissement Au = 
= MN = PT’. La fonction z reçoit 
alors un accroissement A,z = TT’ 
[au point N (x, y + Ay) correspond 
un point T (z, y + ^y, z + A2) 
de la surface z = f (x, y). 

Le rapport Dé est égal à la 
tangente de l'angle formé par la 
sécante PT avec l’axe des y positifs: 


Au = tg TÈT. 
Au 
Par conséquent, la limite 


Ayz ` d 


lim 

Fig. 173 A A op 

est égale à la tangente de l'angle P formé par la tangente PB (au 

sens géométrique) à la courbe PT au point P avec l'axe des y positifs : 
ôz 


— = tgp. 
dy gp 


La valeur de la dérivée partielle s est donc égale à la tangente 
de l'angle formé par la tangente (au sens géométrique) à la courbe 
définie par l'intersection de la surface z = f (x. y) et du plan x = 
= const, d'une part, et la trace de l'intersection des plans xOy et 
x = const, d'autre part. 


De même, la valeur de la dérivée partielle 2 est égale à la tan- 


gente de l’angle o formé par la tangente à la courbe définie par 
l'intersection de la surface z = f (x, y) et du plan y = const et la 
trace des plans zOy et y = const. 
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$ 7. Accroissement total et différentielle totale 


Par définition l'accroissement total de la fonction z = f (x, y) 
est égal à (voir § 3, ch. VIII): 


Az = f (x + Az, y + Ay) — Í (z, y). (1) 


Supposons que les dérivées partielles de la fonction f (x, y) au 
point considéré existent et sont continues. 

Exprimons Az à l’aide des dérivées partielles. Pour cela ajoutons 
et retranchons f (z, y + Ay) dans le second membre de l'égalité (1): 


Az = [f(x + Ar, y + Ay) — f (z, y + Ay)l + 
+ [f (z, y +'Ay) es 1 (z, y)l. (2) 
L'expression 
f (z, y + Ay) — f (z, y), 
qui figure dans le second crochet, peut être considérée comme la 
différence de deux valeurs d'une fonction d’une seule variable y 


(z étant constant). Appliquons le théorème de Lagrange à cette 
différence; nous avons: 


f(z, y + Au) — f (e, n= E, (3) 


où ÿ est compris entre y et y + Ay. 

De même, on peut considérer l'expression figurant dans le pre- 
mier crochet de l'égalité (2) comme la différence de deux valeurs 
d'une fonction d’une seule variable indépendante z (la seconde 
variable étant constante et égale à y + Ay). Appliquons à cette 
différence le théorème de Lagrange; nous avons: 


f(z + Az, y + åy) — f (z, y 1 Al ie ESEA, K 


où z est compris entre z et x + Ar. 
En substituant les expressions (3) et (4) dans l'égalité (2), on a: 
Az= Ar Eu tA) Ee, (5) 
ôx y 
Les dérivées partielles étant continues par hypothèse, on a 


ôf E y +A) en 


lim 

Ax—+0 ôx dr 

Se (6) 
lim AIS: Al — e, y) 

Ax=o ` Ou E 


Ap-z9 
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(z et y étant respectivement compris entre z et z + Ae, y et y + Ay, 
ils tendent respectivement vers x et y pour Ar + 0 et Ay — 0). 
On peut donc mettre l'égalité (6) sous la forme 


EEN 
dr 0x Ta Tii . 
eD ED, Si 
ôy ES 2° 


où y. et yz tendent vers zéro quand Az et Au tendent vers zéro (c’est-à- 
dire lorsque Ap = V Ax + Ay? + 0). 
En vertu de l'égalité (6’) la relation (5) devient 


Az= ôf SC y) As x + ôt (z, y) (z, y) Ay + Är + y2Ay. (5°) 
x Ou 


L'expression y;Az + y2Ay est un infiniment petit d'ordre supérieur 


par rapport à Ap = V Az + At, En effet, le rapport na 0, 


quand Ap —> 0, puisque y, est un infiniment petit et que T est 


KE 
Ao. —+ 0. 


borné (ST, 


La somme des deux premiers termes est une expression linéaire 
en Az et Ay. Elle représente, quand CG, y) = 0 et fy (x, y) = 0, 
la partie principale de l'accroissement et diffère de Az par 


un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à Ap = V Ar + Aë, 


1). On vérifie, de même, que 


Définition. On dit que la fonction z = f (z, y) est diffé- 
rentiable au point (x, y) si l'accroissement total Az en ce point 
peut être mis sous la forme d’une somme composée de deux termes, 
le premier étant une expression linéaire en Az et An et le second 
un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à Ap. La partie 
linéaire de l'accroissement est alors appelée différentielle totale et 
notée dz ou df. 

Il vient de l'égalité (5°) que si les dérivées partielles de la fonc- 
tion f (z, y) sont continues en un point donné, cette fonction est 
différentiable en ce point; la différentielle totale est alors 


dz= fz (z, y) Az + fy (2, y) Ay- 
On peut mettre l'égalité (5”) sous la forme 
Az = dz + yiAr + yzy 
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et écrire l'égalité a p p r oc h ée suivante: 
Az = dz, 


l'erreur commise étant un infiniment petit d'ordre supérieur par 
rapport à Ap. 

On appelle différentielles des variables indépendantes z et y et 
l'on désigne respectivement par dr et dy les accroissements Az et 


Ay des variables x et y. 
On peut alors écrire la différentielle totale de la façon suivante 


ôf ôf 
dz = —— dx + —— dy. 
j EP F y y 


Par conséquent, si la fonction z = f (z, y) a des dérivées partiel- 
les continues, elle est différentiable au point (x, y) et sa différentielle 
totale est égale à la somme des produits des dérivées partielles par 
les différentielles des variables indépendantes correspondantes. 


Exemple 1. Calculer la différentielle to- 
tale et l'accroissement total de la fonction z= zy 
au point (2; 3), si Ar—0,1 et Ay— 0,2. 


Solution. 
Bz=(x+ Az) (y + Ay)—zy = y Az +z Ay + Az An, 
deel SC dy = y dr+ x dy = y Ar+z Ay. 
Par conséquent, 
âz = 3-0,1 4+ 2-0,24 0,1-0,2= 0,72; 
dz=—3-0,1+2-0,2—0,7. 
La figure 174 illustre cet exemple. 


Ee 


bz ôy 


y4x 


CC LA 


Fig. 174 


Les définitions et les raisonnements précédents peuvent être 
étendus au cas d'une fonction d’un nombre quelconque de variables 
indépendantes. 

Soit w = f(x, y, Z, u, ..., D une fonction d’un nombre quel- 
conque de variables, dont toutes les dérivées partielles sont con- 
tinues au point (z, y, Z, U, ..., t). 

L'expression 


ðf ôf ôf ðf 
dw = —— See — + — 
SS ôy d +- Ges EI S 


constitue alors la partie principale de l'accroissement total de la 
fonction; on la nomme différentielle totale. On démontre facilement, 
de la même manière que dans le cas d’une fonction de deux varia- 
bles, que la différence Aw — dw est un infiniment petit d'ordre supé- 


rieur par rapport à V (Az?) + (^y? +... + (AD. 
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Exemple 2. Trouver la différentielle totale de la fonction u= 
ve sing e de trois variables z, y, z. 


Solution. Les dérivées partielles 
ÊU L 2+2 gin? 2, 
dr 


DEE 
erc 2y sin?r, 


ŽE pain z cos z= e +13 sin 2: 
sont continues pour toutes les valeurs de zx, y, z, par conséquent, 


zeu u. ĝu Js — eH? (2r sin? zdr- in? i 
du = CS dr + Se Ee (2x sin? z dz + 2y sin? z dy + sin 2z d2). 


$ 8. Emploi de la différentielle totale pour les calculs 
approchés 


Soit z = f(x, y) une fonction différentiable au point (zx, y). 
Calculons l’accroissement total de cette fonction 


Az = f (z + Az, y + Ay) — f (z, y), 


d'où 
f (z + Ax, y + Ay) = f (z, y) + 4z. (1) 
Nous avions la formule approchée : 
Az = dz, (2) 
où 
E Ay (3) 
x Op 


En remplaçant dans la formule (1) Az par l'expression explicite 
de dz, on trouve la formule approchée : 


Die A. An yt Ale ite ED ap ED ay, um 
z EI 


l'erreur commise étant un infiniment petit d'ordre supérieur par 
rapport à Az et Ay. 

Montrons comment utiliser les formules (2) et (4) pour les calculs 
approchés. 


Problème. Calculer le volume de la matière utilisée pour la fabrication 
d'un cylindre dont les dimensions sont (fig. 175): 

R — rayon du cylindre intérieur, 

H — hauteur du cylindre intérieur, 

k — épaisseur des parois et du fond. 


Solution. Nous donnerons deux solutions de ce problème, l’une exacte 
et l’autre approchée. 
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a)Solution exacte. Le volume cherché v est égal à la différence des 
volumes des cylindres extérieur et Intérieur, Le rayon du cylindre extérieur 
étant R + k et la hauteur H + k, on a: 


v =n (R + k? (H + k) — af 
ou 
v =n (2RHk + R?k + IIK + 2R; Fa. (5) 


b)Solution approchée. Désignons par f le volume du cylindre 
intérieur, alors f — x R?H, f est une fonction des deux variables R ct H. Si l'on 
ajoute k à R et à H, la fonction f reçoit un accroissement 
correspondant Af; cet accroissement sera précisément le 
volume cherché, c'est-à-dire i 


v — Af. 


En vertu de la relation (1), nous avons l'égalité 
approchée 


Ge df 
Ou 
ðf ôf 


Mais comme 


E Í nR =AH=k i 
gg 20, zg TE v AR=A4AH =k, 
nous avons Fig. 175 
v œ% n (2RHk + R?k). (6) 


En comparant les résultats (5) et (6), nous voyons qu'ils diffèrent par la 
quantité n (Hk? + 2Rk2 + k3) composée uniquement de termes contenant k 
au carré et au cube. 

Arppliquons ces formules pour des données concrètes. Soit R — 4 cm, H = 
= 20 cm. k = 0,1 cm. 

Arppliquant (5) nous avons la valeur exacte du volume cherché: 


r = a (2-4-20-0,1 + 42-0,1 + 20-0,12 + 2-4.0,12 + 0,13) = 17,8817. 
Appliquant (6), nous avons la valeur approchée 
v a n (2-4-20-0,1 + 42.0,1) = 17,67. 
L'erreur commise, en appliquant la formule approchée (6), est inférieure à 0,37, 


soit 100- c'est-à-dire moins de 2 % de la quantité mesurée. 


T 88n %° 


§ 9. Emploi de la différentielle pour évaluer l'erreur 
commise pendant les calculs numériques 


Soit 
u = f (£, Y, Z, -..,t) 
une fonction des variables z, y, Z, . . ., t. Supposons que l'évalua- 
tion des valeurs numériques des quantités z, y, z, . ..,t soit faite 


avec une certaine erreur (respectivement à Ar, An, Az, ..., At 
près). La valeur de u sera également déterminée avec une certaine 
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erreur 
Au = f(x + Az, y + Ay, z + Az, ..., t + At) — 
— TG Ys Ze. t), 


due à l'erreur d'évaluation des variables indépendantes. Proposons- 
nous d'évaluer l'erreur Au, si l’on suppose connues les erreurs Az, 
An, .. . At. 

Les valeurs absolues des Az, Ay, ..., At étant supposées suffi- 
samment petites, on peut remplacer l'accroissement total de la 
fonction par la différentielle totale; on obtient alors l'égalité 
approchée e 


El e or El 
Au x — Ar + — A ...+—— At. 
dr T y Besch ôt 
Les dérivées partielles et les erreurs relatives aux variables indé- 


pendantes sont soit positives, soit négatives. Remplaçons-les par 
leurs valeurs absolues; on trouve alors l'inégalité 


ai E A 2 | A 
Lade) Z Lazija Ijara ` 


Si l'on désigne par | A*z |, | A*y |, ..., | A*u | les erreurs absolues 
maximales des variables correspondantes (les bornes des valeurs 
absolues des erreurs), on peut évidemment admettre que: 


KA 
dr 


Exemples. 
1) Soit u = z + y + 3, alors 


IA ul IA (2 


e of. 
IA vi à 


Le? 
WEE 
ja*e +2 


[A*ul=|A*z|+1A*yl+1A*zl. 
2) Soit u — z — y, alors 
| A*u | = | A*r | + 1A*y l. 
3) Soit u — zy, alors 
| A*u | = |z || A*y |+ ly l lâ*z |. 


4) Soit u=5, alors 


T 


| Arel + y? 


ullAszl+]z|llA* 
lasy j=] LI Lal U DIR 


1 
A*ul=|— 
152e] E 


5) On mesure l'hypoténuse c et le côté a d’un triangle rectangle ABC avec 
les erreurs absolues maximales | A*c | = 0.2, | A* a | — 0,1. On trouve respec- 


tivement c — 75 et a — 32. Déterminer l'angle A par la formule sin A =4 


et l'erreur absolue maximale JAA | commise en calculant cet angle. 
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Solution. sind=4, A=arcsin+, par conséquent, 


est. 2A ie. 
de SC Ve a KR de E c c? — a? R 
Nous trouvons d'après la formule (2) : 
LEI 0,1 1 — 2 0,2 -0,00273 rd=9"24. 
V5 — (32) 15 VOS — (327 
Donc, 


. 32 BER 
A=arcsin + 9'24". 


6) On a déterminé le côté b — 121,56 m ct l'angle À = 25°21’40" d'un 
triangle rectangle ABC. Les erreurs absolues maximales. commises au cours de 
Houston de ces grandeurs, sont respectivement | A*b | — 0,05 met | A*A |= 
” Déterminer l'erreur absolue maximale commise en calculant le côté a par 
la formule a — b-tg À. 


Solution. Nous trouvons en vertu de la formule (2): 


5 1b 
| A*a] =| tg AJIA] +- a! 8A 


En substituant les valeurs correspondantes (et exprimant |^A*4| en radians), 
nous avons : 
2 121,56 12 , E 
| A*a [= tg 25°21 40” -0,05 Me 252140 306 265 — 00237 SC? 0,0087 — 0,0324 m. 
On appelle erreur relative de la grandeur z le rapport de l'erreur 
Az à la valeur approchée x de cette grandeur. On la désigne par Ar, 
Az 


z = —. 
ZZ 


On appelle erreur relative maximale de la grandeur x et l’on note 
| 6*x | le rapport de l'erreur absolue maximale à la valeur absolue 
de z, 
L 
18z1— AEL, (3) 


EA 


Pour évaluer l'erreur relative maximale de la fonction u, divisons 
tous les termes de l'égalité (2) par |u | = |f (z, y, 2, ...,1) 


ot o a 


| â*u] ðr |,,. ôy |.» ôt . 
HER TEA CDI) ses — || ATEL (4 
ul 7 IA zt ` IAHIE---t ` (AT (4) 
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mais 
of Ei EI 
ER EE f ER 
Zä Ifl; ` g Eh dese: Logi fl. 


C'est pourquoi on peut mettre l'égalité (3) sous la forme: 


Ki ES LA * ô Li 
18u1=| 2 Logl 1 at + ien OKT 
d 
+] Logli A*t]... (5) 


ou sous une forme compacte: 
(ës | = | A* Log If Il. (6) 


Il résulte de la formule (3), ainsi que de la formule (5), que l'er- 
reur relative maximale d’une fonction est égale à l'erreur absolue 
maximale du logarithme de cette fonction. 

Nous déduisons de la formule (6) les règles que l'on doit appli- 
quer pendant les calculs approchés. 

1. Soit u = zy. 

En utilisant les résultats de l'exemple 3, on a 


on = ULAZI à Izlay lAa y Ayl 
Izy] lzy] Il Tyl 
=18°z| të 


c’est-à-dire l'erreur relative maximale du produit est égale à la 
somme des erreurs relatives maximales de chacun des facteurs. 


2. Soit u — ri en utilisant les résultats de l’exemple 4, nous 
avons: 
Lôtu | = | ô*z | + | 6*y |. 


Remarque. Il résulte de l'exemple 2 que si u = z — y, 
alors 
__ 1A°z1+14"yl 
ay ` 
Si les valeurs de x et y sont proches, il peut arriver que | ô*z | soit 


très grand par rapport à la grandeur cherchée x — y. Il faut tenir 
compte de cette circonstance pendant les calculs. 


[ul 
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Exemple 7. La période des oscillations d'un pendule est égale à 


T-n, 
g 


où 1 désigne la longueur du pendule et g l'accélération de la pesanteur. 

Quelle erreur relative commettons-nous en déterminant 7 par cette formule 
en prenant ner 3,14 (à 0,005 près), l — 1 m (à 0,01 m près), g — 9,8 m/s? (à 
0,02 m/s? près). 


A S olution. L'erreur relative maximale est égale, en vertu de la formule 
(6), 
1ô*T |=|4* LogT]. 


Mais 
1 1 
Log T=Log2+Logn+-5 Lei Logg. 

Calculons | A* Log T |. En tenant compte de ce que n = 3,414, Ann = 
= 0,005, ¿ — ím, A gl — 0,01 m, g = 9,8 m/s3, A*g — 0,02 m/#, nous avons 
` Aen, As, A*g 0,005, 0,01, 0,02 _ 

A Log T=- t-a t-a 31 + 2 tag, 0-0076. 


L'erreur relative maximale est donc égale à 
Af — 0,0076 — 0,76 %. 


§ 10. Dérivée d’une fonction composée. Dérivée totale. 
Différentielle totale d'une fonction composée 


Supposons que dans l'équation 


z = F (u, v) (1) 
u et v soient des fonctions des variables indépendantes z et y: 
u = ọ (z, y); v=Ņ (z, y). (2) 


Dans ce cas, z est une fonction composée des variables x et y. 
On peut évidemment exprimer z directement en fonction de z 


et y: 
z = Flo, y), 4 (z, y)l. (3) 
Exemple 1. Soit 
z= uwd puti; u—z + y; ps ef +1; 
z = (2è + p) (eV DEE (28 + 17) + 1. 
Supposons que toutes les dérivées partielles des fonctions F (u, v), 


alors 


p (x, y), Ÿ (x, y) soient continues et proposons-nous de calculer = 


et z à partir des équations (1) et (2) sans utiliser l'égalité (3). 
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Donnons à la variable x un accroissement Ax, en gardant y cons- 
tant. Alors u et v reçoivent respectivement, en vertu de l'équa- 
tion (2), un accroissement A,u et A,v. 

Mais alors, si les variables u et v reçoivent respectivement 
l'accroissement Au et A,v, la fonction z = F (u, v) recevra à son 
tour un accroissement Az, défini par la formule (5°), $ 7, ch. VIII: 


EI? ðF 
Az = — Au + Asti + MAU + YA. 
ðu ôv 


Divisons Lous ee termes du cette égalité par Az: 


Az _ ÔF Aa, ÔF Av, Au, Av 
Au De Are où Ar MA tas 


Si Az — 0, alors A,u — 0 et A,v—+ 0 (en vertu de la continuité 
des fonctions u et v). Mais alors y; et y: tendent également vers zéro. 
En passant à la limite, pour Az — 0, on a: 

Az SCH lim Au Ou. lim Av Ov. 


Lim — = — 


Ax+0 Ar ër" Asch Ar ôr Aen Ar ôr 
lim Y;—0; lim y=0 
Ax—+0 Ax0 
et, par conséquent, 
EP GR ôu, 6F ðv 


e DEE vn — 


är  Ôôu ðr ðv ër 


Si nous avions donné un accroissement Au à la variable y et 
gardé z constant, nous aurions eu en raisonnant de la même manière : 
EP ôF ðu ` 9F ðv 3 

sa Ca) 


dy ôu ðy ` ðv dy 


(á) 


Exemple 2. 
z = Log (u? Loi: ve: v=322-}y; 
65 __2u SI, 
u EA EE 
Ou tum. OU ok, O0 a, Op ` 
Zeg , dy Ze H Kegel? Ke 


En utilisant les formules (4) et (4°) on trouve: 


2: 2u _ ext + sens (ue? La, 


Ze  u?lu u2-+v 7 vëtn 
EI SEI 2u x-+y3 1 E 1 x+y? 
erte topo sg Cuve +1). 


Dans la dernière expression on doit remplacer u et v respectivement par 
TU et 224 y. 
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Les formules (4) et GO) peuvent être naturellement étendues 
dans le cas d’un plus grand nombre de variables. 

Par exemple, si w = F (z, u, v, s) est une fonction de quatre 
variables z, u, v, s et si chacune de ces variables dépend à son tour de 
x et y, les formules (4) et (4’) deviennent 

EE EE Oii Obs. 0-08. 
är  ðz är du är " ðv ër Ge ës" 
Zu. ôw z , ðw ðu , ðw ën, do ôs 


EI Oz Ou ôu dy av ðy ôs Ou | 


Si la fonction z = F (x, y, u, v) est telle que les variables y, u, 
v dépendent à leur tour de la seule variable z: 


y = f (z); u = ọ (z); v= y (1), 


elle est en somme fonction d'une seule variable z; on peut alors se 


(5) 


proposer de calculer la dérivée de 
Cette dérivée peut être calculée d’après la première des for- 
mules (5): 
dz zi, y, är, fr, 


de ` ër 0x ôyôr ôuôr ðv ðr 


mais comme y; u, v ne dépendent que d'une seule variable z, les 
dérivées partielles correspondantes sont en fait des dérivées ordi- 


ôx 
naires; en outre, ES = 1; par conséquent, 


dz e, Oz dy, ed, de dv 


— SE a 


de ôx  ðydr Aude dvdr 
C'est la formule de la dérivée totale = (par opposition à la dérivée 


partielle Se) 


dr 
Exemple 3. 
z=2+ Vy, y=sin z, 
E ôz 1 dy 
Kegel CSR EE 
D'après la formule (6) on a 
dz Oz  6z dy 1 1 
e a Le Ar. = Cosr—2r 
dr EI -a dz EIV; 7 ETAT z 
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Trouvons ensuite la différentielle totale de la fonction composée 
définie par les égalités (1) et (2). 

Portons les expressions z et définies par les égalités (4) et (4°) 
dans la formule de la différentielle totale 


D Gr + Ën (6) 
Gu 


ER 


Nous obtenons 
dz = (Au, re (kl, 


ĝu öx dp or du dp Ov öy 
Effectuons les transformations suivantes dans le second membre: 
EI? ( ðu ) EI? (2 ðv ) 
dz = — | — dr + — d — | —dr + — dy). 7 
ðu \ox Tal x Tout g 
Or 
ôu Ou 


(8) 
ôv El 
ER dr + dy dy = dv. 


On peut, compte tenu des égalités (8), écrire l'égalité (7) sous 
la forme: 


Ge (9) 
ôu ôv 
ou 
d: EP 2 
= — du — dv. 9 
E + So (9) 


La comparaison de (6) et (9°) nous permet d'affirmer que l’expres- 
sion de la différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables 
(différentielle du premier ordre) possède la même forme, autrement 
dit la forme de la différentielle est invariante et ne dépend pas 
de ce que u et v sont des variables indépendantes ou des fonctions 
de variables indépendantes. 


Exemple 4. Trouver la différentielle totale de la fonction composée 
zu, u = 23 sin y, D — rev. 
Solution. Nous avons en vertu de la formule (9°): 
dz == 2uv du + Au? dv — 2uv3 (2z sin y dz + 2? cos y dy) + 
+ 3u2vt Ge dr + rev dy). 
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Cette dernière expression peut s'écrire: 
dz = (2uv3-2z sin y + uit -3rteV) dr + (2uv?z? cos y + 


+ Sutetet) dy = À de + Z de 


$ 11. Dérivation des fonctions implicites 


Nous allons aborder ce problème par l'étude d’une fonction 
implicite d'une seule variable *). Soit y la fonction de x définie 
par l'équation 

F (x, y) = 0. 


Démontrons le théorème suivant. 


Théorème. Soit y une fonction continue de zx, définie par 
l'équation implicite 
F (z, y) = 0, (1) 


où F (x, y), Fz (£, y), Fy (x, y) sont des fonctions continues dans un 
certain domaine D contenant le point (x, y), dont les coordonnées véri- 
fient l'équation (1) ; en outre supposons qu'en ce point F, (x, y) = 0. La 
dérivée de la fonction y de x est alors égale à 


Eis e 
ACT) 


Démonstration. Supposons qu'à une certaine valeur de 
z corresponde une certaine valeur de la fonction implicite y. Donc, 


F (x, y) =0]1 


Donnons à la variable indépendante x un accroissement Az. La 
fonction y reçoit alors un accroissement Au, en d'autres termes, 
à la valeur z + Az de la variable indépendante correspond la valeur 
y + Ay de la fonction. En vertu de l'équation F (x, y) = 0, nous 
avons: 


Yx = 


F (x + Az, y + Ay) = 0. 
Par conséquent, 
F (x + Ax, y + 4y) — F (z, y) =0. 


Le premier membre de cette égalité représente l'accroissement total 
de la fonction de deux variables. En vertu de la formule (5°), § 7, 


*) Au § 11 du ch. IIT nous avons résolu le problème de la dérivation des 
fonctions implicites. Toutefois, nous n'avions considéré que certains exemples et 
n'avions pas obtenu de formule générale, ni déterminé les conditions d'existence 
de cette dérivée. 
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on peut le mettre sous la forme: 


Ela ôF 
F (z + Az, y + Ay) — F (z, DEP OEM yA 
où Yı et yz tendent vers zéro quand Ar et Ay tendent vers zéro. 
Le premier membre de cette dernière égalité étant égal à zéro, on 
peut écrire 


Ela Ela 
— Az 4 — Ay kp + vAy=0. 
ôx du 
Divisons cette égalité par Az et calculons St. 
ðF 
an. a 
Ae ` OP 
— +r 
Ou 


Faisons tendre Ar vers zéro. Nous avons alors à la limite, vu que 


Yı et y2 tendent également vers zéro et que a #0: 


EI? 

EE: d 
KEE 2 
Yx SS (2) 

öy 


Ainsi, nous avons démontré l'existence de la dérivée y% d'une fonc- 
tion implicite et obtenu une formule adéquate pour le calcul de 
cette dérivée. 
Exemple 1. L'équation 
a+p—1—0 
définit implicitement y en fonction de z. Dans ce cas 
F (z, y)=22.|-y2—1, ÎE or, bE ay; 
ôx y 
Par conséquent, en vertu de la formule (1), 
C OP ca 
de 2 y` 
Notons que cette équation définit denx fonctions implicites différentes (puis- 
qu'à chaque valeur de z prise dans l'intervalle (—41, 1) correspondent Lie 


Wer de y), mais que la valeur trouvée de la dérivée y, est valable pour toutes 
es deux. 


Exemple 2. Soit l'équation 
eh — ex + zy — 0. 
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Ici F (z, y) = eV — ex + zy; 


Ela Ela 
D Etty; Dm TE 
Par conséquent, on obtient en vertu de la formule (1): 
e a | 
dr  eV+z ei Les" 


Considérons maintenant une équation de la forme 
F (x, y, 2) = 0. (3) 


Si à chaque couple des valeurs z et y, prises dans un certain 
domaine, correspondent une ou plusieurs valeurs de z satisfaisant 
à l'équation (3), cette équation définit implicitement une ou plu- 
sieurs fonctions univoques z de x et y. 

Par exemple, l'équation 


B+yÿ+z2—R—0 
définit implicitement deux fonctions continues z de z et y que l’on 


peut exprimer explicitement en résolvant l'équation par rapport 
à z; nous obtenons alors 


zc HRH et z=—VR SÉ — y. 


Calculons les dérivées partielles a et z de la fonction implicite 
z de z et y définie par l'équation (3). 
E ; ` 
Pour calculer Jz’ nous supposons y constant. C'est pourquoi 
nous pouvons utiliser la formule (2'), en considérant z comme une 
fonction de la variable indépendante x. Donc, 


ôF 


On trouverait de même 


en supposant z #0. 


On définit Ge on calcule, de la même manière, les fonctions impli- 
cites d’un nombre quelconque de variables et leurs dérivées partielles. S 
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Exemple 3. 
24y? +z — R =0, 
6z 2x . z, ôr 
ei yT 


On aurait obtenu le même résultat en dérivant la fonction explicite que 
l’on aurait trouvée en résolvant cette équation par rapport à z. 


Exemple 4. 


ez? 4+ z?y4 245m0. 
Ici F (z, y, z)=e74z2y +3 +5, 
ôF EI? ôF 
E mes. e 
ôr zs Ar ` ôy T, ER ez+1; 
Rs COURS. 
Ze eati’ y e+1° 


Remarque. Tous les raisonnements de ce paragraphe ont 
été conduits dans l'hypothèse, que l'équation F (x, y) = 0 déter- 
mine une certaine fonction d'une variable y = ọ (x); l'équation 
F (x, y, z) = O détermine une certaine fonction de deux variables 
z = f(x, y). Indiquons sans démonstration la condition à laquelle 
doit satisfaire la fonction F (x, y), pour que l'équation F (x, y) = 0 
détermine une fonction univoque y = (x). 


Théorème. Soit F (x, y) une fonction continue dans le voi- 
sinage du point Go, yo) possédant dans ce voisinage des dérivées par- 
tielles continues, telles que F; (x, y) Æ0 et soit F (zo, yo) = 0. Il 
existe alors un voisinage contenant le point (zo, yo) dans lequel l'équa- 
tion F (x, y) = O détermine une fonction univoque y = ọ (x). 


On a un théorème analogue pour les conditions d'existence de la 
fonction implicite définie par l'équation F (x, y, z) = 0. 
Remarque. Lors de la déduction des règles de différenti a- 


tion des fonctions implicites nous avons utilisé les conditions qui 
déterminent l'existence des fonctions implicites. 


$ 12. Dérivées partielles de différents ordres 
Soit 
z = f (x, y) 
une fonction de deux variables indépendantes. 


Les dérivées partielles # = fx (x, y) et D = fy (x, y) de cette 
fonction sont, en général, des fonctions de x et de y. C’est pourquoi 
nous pouvons calculer leurs dérivées partielles. Par conséquent, les 
dérivées partielles du second ordre d’une fonction de deux variables 
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EP: ôz 
— ot — 


dr y 
être dérivée par rapport à x et par rapport à y. 
On désigne par les notations suivantes les dérivées partielles 
du second ordre: 
2 
z = fzx (x, y); on dérive successivement la fonction f deux 
fois par rapport à z; 


sont au nombre de quatre, puisque chaque fonction peut 


BE = fay (z, y); on dérive d'abord f par rapport à x, puis le 
résultat par rapport à y; 
2 
maa = fyx (z, y); on dérive d'abord f par rapport à y, puis 
le résultat par rapport à z; 
02 


Er 7 Ba (x, y): on dérive successivement la fonction f deux 


fois par rapport à y. 

On peut ensuite dériver, de nouveau, les dérivées partielles du 
second ordre par rapport à z ou à y. On obtient alors les dérivées 
partielles du troisième ordre, qui sont au nombre de huit: 


as, z, 2008. öz, 
di " O6 0y ôxôyôr  ôxôy | 
GC d Ga Ge 
äu ës ðyôxrðy ðr o ` 


D'une manière générale, on appelle dérivée partielle du nîème 
ordre (ou d ordre n) la dérivée première de la dérivée du (n — 1)fème 


ordre. Par exemple, es est une dérivée du niè"e ordre; nous 


avons, dans ce cas, dérivé z d’abord p fois par rapport à x et ensui- 
te n — p fois par rapport à y. 

On définit, de la même manière, les dérivées partielles d'ordre 
supérieur pour des fonctions d'un nombre quelconque de variables. 


Exemple 4. Calculer les dérivées partielles du second ordre de la 
fonction 
LG Maut 


Solution. Nous trouvons successivement : 
ôf o, DË. 
Keele EE ET 


ET 
BILo. BI gen) o. a (z2 +33) o. Bf 
=y; zay ay Te Deg 7%; 


Pi 
EZE EC 
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9% z e 
Exemple 2. Calculer ze a et PTS si 
2= her Leg +1. 
Solution. Nous trouvons successivement : 
Ei . ` Gs . 88z 
g Ver +2rp; ga = Ve +248; EE red +65; 


Ge gz ës 
2a 2ye e= 2- =Š 
Se SPP: yog ve tOr; aset, 


Exemple 3. Calculer EN si u—zte* tu, 

Solution. 
ĝu Bu Pu Gin 
U L 2t. ET get, — Susëeitku?, E lÁ x+vt 
Jz e 1 ga Ÿ F5 2yr2e io roy Ayze : 


Une question se pose. Le résultat de la dérivation d'une fonction 
de plusieurs variables dépend-il de l’ordre dans lequel on effectue 
les dérivations successives par rapport aux différentes variables 
indépendantes, en d'autres termes, les dérivées 

Er et t 
ôx Ôy dy dr 
ou 
Grp, A0 à VD ote 
ôx dy ðt ôt x 0y 
seront-elles identiques ? 


La réponse à cette question nous est donnée par le théorème 
suivant. 


Théorème. Si la fonction z = f(x, y) et ses dérivées partielles 
fos for feu et E sont définies et continues au point M (x, y) et dans 
un voisinage de ce point, alors en ce point 


HT God 


0x ôy ` Ou dr 
Démonstration. Considérons l'expression: 
A = If (z + Az, y + Ay) — Í (x + Az, y — 
— If (z, y + Ay) — f (z, y)l- 
Introduisons la fonction auxiliaire ọ (x), définie par l'égalité 
pr) = f (z, y + Ay) — fl, y). 

On peut alors mettre À sous la forme 

A = ọ (z + Ae — 9 (x). 
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fz étant, par hypothèse, définie dans le voisinage du point (z, y), 
la fonction œ (x) dérivable sur le segment Le, z + Acel: mais alors, 
en appliquant le théorème de Lagrange, on a: 


A = Arg @), 
où x est compris entre x et z + Ae, 
Mais 
P = fa (2, y + Ay) — f (T, y). 
D'autre part, fz, est définie dans le voisinage du point (x, y), par 
conséquent, E est dérivable sur le segment ly, y + Ayl et en appli- 


quant le théorème de Lagrange à cette différence (relativement 
à la variable y), on a: 


où y est compris entre y et y + Ay. 

Nous obtenons donc l'expression suivante pour À 

A = Az Ayfa (x, y). (1) 
En changeant l'ordre des termes, on aura 
= [f (z + Az, y + Ay) — Í (z, y + Ayl — 
— If (z + Az, y) — f (z, y)l. 
Introduisons la fonction auxiliaire 
Ÿ (y) sl CES Az, y) — Í (z, y), 
A zët Ay) — y Di. 
En appliquant de nouveau le théorème de Lagrange, on a: 
A = Ay-ÿ D 


où y est compris entre y et y + Ay. 
Mais 


alors 


Y Diet Az, Y) — fy (3, Y) 
Appliquant encore une fois le théorème de Lagrange, on obtient : 
fu (© + Az, y) — fy (2, Y) = Age (2, Y), 


ùT est compris entre z et x + Ar. 
A peut donc être mis sous la forme 


A = Ay Ate, Y) (2) 


Les premiers membres des égalités (1) et (2) sont égaux à A, par 
conséquent, les seconds membres sont égaux entre eux; en d’autres 


ou 
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termes, Eé 
Az Ant (T, y) = Ay Axfix(z, Y), 
d'où Le 
fav (z, y) Ges e (z, y). 


En passant à la limite dans cette égalité, quand Ar 0 e 
Ap — 0, on a: 
lim fz (£, Al lim frx Cr, 9 
Ax0 Ax0 
Ay-r0 Ayo 
Les dérivées fz, et fyx étant continues au point (zx, y), on a: 
lim Cf, H al, 4) et lim fe Y) = fya (2, H 
Ax—>0 Ax—0 
Ay—+0 Ab-z0O 
Nous avons en définitive: 


Lu (x, y) = fix (z, y), 


ce qu'il fallait démontrer. 


m 
Il résulte de ce théorème que si les dérivées partielles SE 
ðr" ôy" 
et EL sont continues, alors on a 
ôy" "ôr" 


LE RE à 2 
ëch oun" aah ëch 
Un théorème analogue est vrai pour les fonctions d'un nombre 
quelconque de variables. 


Exemple 4. Calculer aux ane si 
u= eXV sinz. 
Solution. 
ðu Ru 


Së SES i sé — = i Y gi = y i E 
Se ye sinz; PEN er sin z+ rye*V sin z =e®¥ (1 + zy) sinz ; 


du ĝu ru 
——— ext ; =—= inz; ——— ; 
x dy öz erh (1 + zy) cos z ; dy seine goz 2" osz; 
Bu Se 
Jy dz z ze cos z -| zuer cos z = eXb (1 -+ zy) cos z. 
Par conséquent, 
u Bu 
z dy ðz  ðy ôz ðr 


(voir les exemples 1 et 2 de ce paragraphe). 
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$ 13. Surfaces de niveau 


Soit dans l'espace (x, y, z) un domaine D dans lequel est donnée 

la fonction 
u = u (z, y, 2). (1) 
On dit dans ce cas que dans le domaine D est défini un champ 
scalaire. Si, par exemple, u (x, y, 2) désigne la température au point 


Fig. 176 Fig. 177 


M (z, y, 2), on dit qu'est défini un champ scalaire de température ; 
si le domaine D est rempli de liquide ou de gaz et si u (x, y, 2) dé- 
signe la pression, on est en présence d’un champ scalaire de pres- 


sion, etc. 
Considérons le point du domaine D où la fonction u (x, y, 2) 
possède une valeur constante c: 


u (x, y, 2) =c. (2) 


L'ensemble de ces points constitue une certaine surface. Si l'on 
prend une autre valeur de c, on obtient une autre surface. Ces sur- 
faces sont appelćes surfaces de niveau. 


Exemple 4. Soit donné le champ scalaire 
o, p an 
"(n n d= Dur LE TL 
Les surfaces de niveau seront ici 
2 Bp z2 
zty ET 
c'est-à-dire des ellipsoïdes de demi-axes 2 Ve, 3 Ve, 4 Ve 
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Si la fonction u dépend de deux variables x et y: 
u = u (z, y) 
les e surfaces » de niveau seront des lignes dans le plan Ory: 
u (z, y) =c, (2) 


que l'on appelle lignes de niveau. 

Si nous portons les valeurs de u sur l'axe Oz: 

Ze H (z, y); 

les lignes de niveau dans le plan Ory seront les projections des 
lignes "armées par l'intersection de la surface z = u (x, y) avec les 
plans z = c (fig. 176). Connaissant les lignes de SE on peut 
aisément étudier la nature de la surface z = u (x, y 

Exemple 2. Déterminer les lignes de niveau de la EE 5 sl — 
— z? — y, Les lignes de niveau seront les s lignes d'équations i — z? — p? =c. 


Ce sont des cercles (fig. 177) de > tayon Vic. En particulier, quand c = 0, 
nous obtenons le cercle 22 + y 


§ 14. Dérivée suivant une direction donnée 


Considérons dans le domaine D une fonction u (x, y, 2) et un 
point M (x, y, z). Menons du point Af le vecteur S dont les cosi- 
nus directeurs sont cos o, cos f, 
cos y (fig. 178). Considérons sur 
le vecteur S à une distance As 
de son origine le point M, (x + 
+- Az, y + An, z + Az). Ainsi, 


= HA + Ar + A?. 


Nous supposerons que la fonc- 
tion u (x, y, z) est continue et 
possède des dérivées continues 
par rapport aux variables indé- 
pendantes dans le domaine D. 
Fig. 178 De même que nous l'avons 
fait au $ 7, représentons l'ac- 
croissement total de la fonction de la manière suivante: 


ĝu ôu ôu 
= ou o: 1 
= st RS A PAAT er Ay Ag (1) 


où Eu, Es et € tendent vers zéro quand As— 0. Divisons tous les 


termes de l'égalité (1) par As: 
ôu A ôu À | 
Au UE QU RE Le LE te tee. (2) 


As ôr As Op As ðz As 
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Il est évident que: 
z Ay Az 
———cosa, ——-—cosf, ——— cos. 
As As As 


Par conséquent, l'égalité (2) peut être mise sous la forme 


Le D og ce +Z cosp +2 cosy + 
As ôx Ou 
+ e cosa + & cos + escos y. (3) 


La limite du rapport ES quand As — 0 est appelée dérivée de 


la fonction u = u (x, y, 2) au point (x, y, z) suivant la direction du 
vecteur S, et notée — , autrement dit 


ôs 
Au du 
lim — = — 4 
As+0 As ôs ` D 
Ainsi, passant à la limite dans l'égalité (3) nous obtenons: 
= cos a +Z cosp + -Z cos. (5) 
ðs ôx dy ôz 


Il découle de la formule (5) que, connaissant les dérivées par- 
tielles, on peut trouver aisément la dérivée suivant une direction 
quelconque 8. Les dérivées partielles ne sont qu’un cas particulier 
de la dérivée suivant une direction donnée. Par exemple, ao = 0, 


x n 
= — = — H D 
B zY =- nous obtenons 


ôu Ou x ðu 
Jr” Ja cos 0 + Sr à +Z cos D = Jr 
Exemple. Soit donnée la fonction 
Ek d wb z. 
Trouver la dérivée D au point M (1, 4, 1): 


a) dans la direction ‘au vecteur $, — 24 +7 3k: 
b) dans la direction du vecteur S = 4 + j+ k 


Solution. a) On trouve les cosinus E dr vecteur $ 


2 2 1 3 
ED ==, =; cos y = -— 
V45:159 yi4 j VA LE y 
Par conséquent, 
ee ðu 2 42 3 


Sr yat E? ier Si 3z Vi’ 
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Les dérivées partielles au point M (1, 1, 1) seront 


KI z EI? — ðu Ss 
E Lä ( dy Lä (E )u= 
Ainsi, 
OPE E 
s1 yia ya va 14 
b) Calculons les cosinus directeurs du vecteur S: 


1 1 1 
cos œ = —— cos h=—>=, CoS y=. 
v3’ =z 773 
Par conséquent, 
duo, 1 42.4 40, 1 6 27/5 


02 V3 3 V3 v3 


Notons que 2 1/3 > (fig. 179). 


$ 15. Gradient 


En chaque point du domaine D où est 
donnée une certaine fonction u = u (z, y,2) 
définissons un vecteur, dont les projec- 
tions sur les axes de coordonnées sont les valeurs des dérivées par- 

ðu ôu du 


tielles Ja’ y Es 


de cette fonction au point correspondant : 


à ðu ôu 
grdu— Dit +R (1) 


Ce vecteur est appelé le gradient de la fonction u (x, y, z). On 
dit alors que dans le domaine D est défini le champ vectoriel des 
gradients. Démontrons le théorème suivant établissant la liaison 
entre le gradient et la dérivée suivant une direction donnée. 


Théorème. Soit donné un champ scalaire u = u (x, y, 2) 
et dans ce champ scalaire le champ des gradients 


ðu , , ðu ôu 
gradu= zt taI taz k. 


La dérivée t suivant la direction d'un certain vecteur 8 est égale 
à la projection du vecteur grad u sur le vecteur S. 
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Démonstration. Considérons le vecteur unité Si, cor- 
respondant au vecteur §: 


S° = i cosa + j cos B + k cos y. 
Calculons le produit scalaire des vecteurs ea u et Si: 


grad u- 8° = t eosa + E cosp + Si z COS Y- (2) 


L'expression au second membre de Së it est la dérivée de la 


Fig. 180 Fig. 181 


fonction u (zx, y, z) suivant la direction 8. Par conséquent, nous 
pouvons écrire: 


Désignant par ọ l'angle compris entre vecteurs grad u et Si 
(fig. 180) nous pouvons écrire: 


(gend reegen H. (3) 
ôs 
ou 
prso grad u = our i (4) 
ðs 


Le théorème est démontré. 

Le théorème que nous avons démontré établit une liaison concrète 
entre le gradient et la dérivée suivant une direction donnée. Cons- 
truisons au point M (z, y, z) le vecteur grad u (fig. 181). Cons- 
truisons la sphère pour laquelle grad u est, le diamètre. Du point M 
menons le vecteur 8. Désignons le point d'intersection du vecteur S 
avec la surface de la sphère par P. Il est alors évident que MP = 
= | grad u | cos ọ si ọ est l'angle compris entre les directions du 
gradient et du segment MP (alors Q< 2) . c'est-à-dire MP = =. 

Il est évident que quand on inverse la direction du vecteur 8, 
la rs change de signe alors que sa valeur absolue n’est pas 
modifiée. 
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Etablissons certaines propriétés du gradient. 

1) La dérivée en un point donné suivant la direction du vecteur S 
admet une valeur maximum quand la direction du vecteur RN coïncide 
avec celle du gradient ; cette valeur maximum de la dérivée est égale à 
| grad u |. 

Cette proposition découle immédiatement de l'égalité (3): la 


, u 
valeur maximum g tra pour ọ = 0 et dans ce cas 


2) La gérivée suivant la direction du vecteur tangent à la surface 
de niveał est nulle. 

Cette affirmation découle de la formule (3). 

En effet dans ce cas 


et 
E E 
ôs 
Exemple 1. Soit donnée la fonction 
u = + y? + a. 


a) Déterminer le gradient au point M (1, 1, 1). L'expression du gradient de 
cette fonction en un point arbitraire sera 


grad u = 2ri + 2yj + 2zk. 
Par conséquent, 
(gradu)u=21+2+2k, |grad u [m =2 V3. 


b) Déterminons la dérivée de la fonction u au point MO, 1, 1) dans la 
direction du gradient. Les cosinus directeurs du gradient seront 


2 1 


Sen VAFaAFA var 


Par conséquent, 


c’est-à-dire 
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Remarque. Si la fonction u = u (x, y) est une fonction 
de deux variables, le vecteur 


ðu , du 
galu et 


est situé dans le plan Ozy. Démontrons que le grad u est orienté 
perpendiculairement à la ligne de niveau u (z, y) = c, située dans 


y 
gradu 
- A 
E A 
0 
a z - gadu 
Fig. 182 Fig. 184 


le plan Ozy et passant par le point correspondant. En effet, le coef- 
ficient angulaire k, de Ja tangente à la ligne de niveau u (x, y) = c 


sera égal à k = ES. 
gal 1 u, ? 
Le coefficient angulaire k, du gradient est égal à E = 2. Il 
x 
est évident que Ek, = —1. Cela démontre la justesse de notre 


affirmation (fig. 182). Nous établirons une propriété analogue du 
gradient d’une fonction de trois variables au § 6 du ch. IX. 


Exemple 2. Déterminer le gradient de la fonction = ++ 
(fig. 183) au point M (2, 4). 
Solution. Ici 


ðu 
ër 


=| =2 EE 
"D" y 3m 3 


Par conséquent, 
grad wot J. 


L'équation de la ligne de niveau (fig. 184) passant par le point donné sera 


z p 22 
TTr-3- 
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$ 16. Formule de Taylor pour une fonction de deux variables 
Soit 
z = Í (x, y) 


une fonction de deux variables continue, ainsi que ses dérivées par- 
tielles d'ordre (n + 1) inclus, dans un certain voisinage du point 
M (a, b). On peut alors représenter (de même que dans le cas d'une 
fonction d’une seule variable indépendante, voir § 6, ch. IV) cette 
fonction de deux variables comme étant la somme d'un polynôme 
de degré n suivant les puissances entières de (x — a) et (y — b) et 
d'un reste. Nous allons démontrer que pour n = 2 cette ae 
est de la forme 


"ts, Ma det D(z— 0) + Ei 0 + 
+ A — a} + 2B (z — a) (y — 9 +C (y HIT Ro (1) 


où les coefficients Ae, D, E, À, B, C ne dépendent pas de z et y et 
le reste À, a une structure analogue à celle du reste de la formule de 
Taylor pour une fonction d'une seule variable. 

Appliquons la formule de Taylor à la fonction f (x, y) considérée 
comme fonction d'une seule variable y, x étant supposé constant 
(bornons-nous aux termes du deuxième So 


f(z, =i (z, b) +” = (, b)+ 


e—a un 


p= Sg (z, b) + 3 Ia (z, Ti) (2) 
où M = TP a EE 

Développons les fonctions f (x, b), fu (z, b), fyy (£, b) suivant 
les puissances entières de (z — a) par la formule d e Taylor, en nous 
bornant aux dérivées mixtes du troisième ordre inclus: 


tie + ED SS Cie b)+ 


1, b)= f(a, b) +7 


eoa 


En = z i- 0z (z — a) 0<80: <1; 
Ze, — a 
h D =, 0 + ia D + ELLE O 
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où 
E = x + 8; (x — a), Ce 


Fau (£, b) = fj (0, b) + five (Es b), (5) 


où 
ks = z + 0, (z — a) 0<6 <1. 


En substituant les expressions (3), (4), (5) dans la formule (2) 
nous avons: 


Í (z, y) = f (a, b) + 


z—a e= 


fzx (a, b) + 


- fx (G, b) + 


(e—a 
gea + faea 0) + e DÉI 
e—a? 


— fie (a, b) + 


4 z 
u= 2 z—a (y — 6) 
+ fiv (@, b) + fuvx (Es, b) | + eg 2.3 H ban (& VW). 


En rétablissant l’ordre d'écriture indiqué dans la formule (1), 
nous avons: 


f(z, y)= f(a, b) + (z — a) fz (a, b) + (y — b) fy (a, b) + 
+ le — a? fala, b) + 2 (z — a) (y — b) fa (a, b) + 


+ (u — bF fy (a, D) + Zle — a fie (Èn b) + 


+3 (2 — af (y H (Èz, b) + 3 (x — a) (y — b) Eu (Es H + 
+ (y — b)’ fous (a, gll (6) 


Cette expression constitue précisément la formule de Taylor pour 
n=2. L’ Fee 


= G — 0) faxx (Er, b) +3 (£ — a)? (y — D) faxy (Èz b) + 
+3(z—a) (y — DN faw (Ès 6) + (y — DY four (a, ml 


est appelée le reste. Posons, ensuite, z — a = Az, y — b = Ay, 


Ap = V {Az} + (Ay. 
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Transformons Ra: 


_1[4#,. Ad Ay oee 
R= 3! (ce, b) +3 Ap? fay (Ba b) + 
A A à ose A 3 où 
+3 SC Fxyv (Es b) + ah (a, al Ar, 


Etant donné que | Az | < Ap, | Ay | < Ap et que, par hypothèse, 
les dérivées d'ordre trois sont bornées, le coefficient de Ap? est 
borné dans le domaine considéré; désignons-le par oo, 

On peut alors écrire: 


R: = Got, 


La formule de Taylor (6), pour le cas n = 2, peut alors être mise sous 
la forme 


$ (z, y) = f (a, b) + Azfa (a, b) + Ayf, (a, b) + 
+ + Lat (a, b) + 2Az Ant, (a, b) + 


+ At, (a, b)] + geit, (6) 


Pour n quelconque, la formule de Taylor s'exprime sous une forme 
analogue. 


§ 17. Maximum et minimum d’une fonction de plusieurs 
variables 


Définition 1. On dit que la fonction z = f (z, y) admet 
un maximum au point Mo (Zo, yo) (c'est-à-dire quand z = x et 


H = yo) si 
Í Ga, Yo) > Í (z, y) 


pour tous les points (z, y) suffisamment voisins du point (£o, Yo), 
mais différents de ce point. 


Définition 2. On dit que la fonction z = f (z, y) a un 
minimum au point Mo (Zo, Yo) si S 


Í Ga, Yo) < Í (x, y) 


pour tous les points (x, y) suffisamment voisins du point Go, Yo), 
mais différents de ce point. 

Le maximum et le minimum d'une fonction sont appelés les 
extremums de cette fonction; en d'autres termes, on dit qu'une 
fonction admet un extremum en un point donné si elle a en ce point 
soit un maximum, soit un minimum. 
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Exemple 1. La fonction 
z = (z — 1} + (y — 2} — 1 
admet un minimum pour z — 1, y = 2, c'est-à-dire au point (1; 2). En effet, 
f (1; 2) = —1, et comme (z — 1}* et (y — 2)? sont toujours positifs pour z + 1, 


yÆ2,0na 
(z — 1} + (y — F — 1i >11, 
f (z, y) >f (1; 2). 


On voit sur la figure 185 la signification géométrique de ce résultat. 
Z 


c'est-à-dire 


Z={Z-1)*+{y-2)2-1 


-sin(z2y?) 


----$-—- ÁÁ 
miopi ~ 


Exemple 2. La fonction 


z=4—sin (z3 -+ y?) 


admet un maximum à l'origine des coordonnées (fig. 186). 
En effet, pour z = 0, y = 


1 
f (0, 0) = 2° 
Choisissons à l’intérieur du cercle 2 + y? = e un point (x, y), différent du 
point (0, 0); alors pour 0 < z? + y? <5, 


sin (+) > 0 
et par suite À 
Í (2, =$ —sin Lë Lu < sx 


c'est-à-dire 
f (z, y) <f (0, 0). 


On peut également formuler comme suit les définitions du maxi- 
mum et du minimum. 
Posons z = xzo + Az; y = yo + ^y; alors 
Í (©, y) — Í (zos Yo) = 
= f (Zo + Az, Yo + Ay) — f (Zo, yo) = Af. 
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4) Si Af < 0 pour tous les accroissements suffisamment petits 
des variables indépendantes, la fonction f (x, y) admet un maximum 
au point M (zo, Yo). 

2) Si Af >> 0 pour tous les accroissements suffisamment petits 
des variables indépendantes, la fonction f (z, y) admet un minimum 
au point M (£o, Yo). 

Ces définitions sont également valables pour une fonction d'un 
nombre quelconque de variables. 


Théorème 1 (Conditions nécessaires pour 
l'existence d'un extremum). Si la fonction z = f (z, y) 
t un extremum pour les valeurs z = zo 

et y = Yo, alors chaque dérivée partielle du 
premier ordre de z s'annule pour ces valeurs 
des variables indépendantes ou n'existe pas. 
En effet, fixons la valeur de y, y = yo- 
La fonction f (z, yo) sera alors une fonction 
d'une seule variable z. Cette fonction ad- 
met, par hypothèse, un extremum (maxi- 
mum ou minimum) au point z = Zo, par 


ô: ; 

conséquent, GL s’annule ou n'existe 

z) yayo S 

pas ence point. On démontrè de même que Ef s’annule ou 
Vecäig 

n'existe pas en ce point. 

Ce théorème ne donne pas une condition suffisante pour l’existen- 
ce d'un extremum. Toutefois, si nous sommes assurés de l'existence 
d’extremums, il permet de trouver leurs valeurs. Dans le cas con- 
traire il faut faire une étude plus détaillée. 


Par exemple, les dérivées 2 =+ 2r et ee —2y de la fonction z = 23 — 


— y? s’annulent, pour z = — 0° a = 0. Mais cette fonction n'a ni maximum ni 
minimum E ces valeurs. En effet, elle s’annule à l'origine des coordonnées, 
mais HE dans le voisinage immédiat de ce point, aussi bien des valeurs positi- 
ves que des valeurs négatives. La valeur zéro n'est pas, par conséquent, un 
extremum (fig. 187). 


Les points où Z O (ou n'existe pas) et z 0 (ou n'existe 


pas) sont appelés points critiques de la fonction z = Í, (z, y). Il 
résulte du théorème 1 qu'une fonction ne peut avoir d’extremum 
qu'en un point critique. 

Pour faire l'étude d’une fonction aux points critiques établissons 
les conditions suffisantes d’extremum d'une fonction de deux 
variables. 


Théorème 2. Soit f(x, y) une fonction définie dans un 
domaine contenant le point Mo Go, yo) et dont les dérivées partielles 
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sont continues jusqu'au troisième ordre inclus; supposons, en outre, que 
le point Mo (£o, Yo) soit un point critique de la fonction f (x, y), 
c'est-à-dire 
ðf Ga Yo) SSC df Go, Yo) asf 
ôx i dy 


Alors, pour x = Zo H = Hoi 
4) f (x, y) a un maximum, si 


PÍ (Xo, Yo) , PÍ (Zor Yo) -( PÍ (Tor yo) )>0 


où Ei dr ën 
Pf (To, vo) 
e — 2 <0; 
a T 
2) f (z, y) a un minimum, si \ 


PI (Go Y) PF (Go Y) ` (a (Zo éi V dito, Yo) 
ES ER ðr ôy )> SE E EE 


3) f(x, y) n'a ni maximum ni minimum, si 


Gëtt, yo) Zi VD Le WI. o 


gi Ei ôx ën 
, PT Yo) . Pf (zo, Yo) BW P} (To, Yo) E 
4) si Ee ER ( 2x dy = 0, 


il peut exister ou ne pas exister d'extremum (dans ce cas, l'étude doit 
être plus détaillée). 


Démonstration. Ecrivons la formule de Taylor pour la 
fonction f (x, y), en se limitant aux dérivées du deuxième ordre 
(formule (6), $ 16). Posons 

a = ën bb = Ho = zo + AS, y = yo + AN, 
Nous avons alors: 


tro + An, Vo + Al Dia wt Hr Ae HH E d Ay 4 


H PI (Zo, yo) Pf (Zo, Yo) 
F3 [ dei EE 0x ðy CSR 


+ DM a) ui, 


où Ap = V Ar? + Avi, et oe tend vers zéro, quand Ap —> 0. 
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Par hypothèse 
Gj (Zo, Yo) = (0) f (To, Yo) 2 0. 
ôx i E 


Par conséquent, 
Af = Í (£o + Az, yo + Ay) — f (zo, Yo) = 
i a Eed d 
= 7 [ar +2 near ar] + o 


Désignons respectivement par À, B, C les valeurs prises au 
point Mo (to, Yo) par les dérivées partielles du deuxième ordre: 


(2) = Á; LÉI E ) =B; EA =C. 
ës J mo ër ðy/ mo ðy /Mo 
Désignons par ọ l'angle formé par le segment MoM, où M est le 


point de coordonnées M (zo + Ax, yo + Ay), et l'axe Oz; alors 
Az = ^p cos ọ; Ay = Ap Sin q. 


En substituant ces expressions dans la formule (1), nous avons: 
Af = R (Ap) [A cos? p + 2B cos ọsin p LCsinie-t 2x Ap]. (2) 


Supposons que À + 0. 
Multiplions et divisons par A l'expression entre crochets; nous 
avons : 


= 5 (Ap x 
8 2 22 
S EE 3 


Considérons séparément les quatre cas possibles. 

1) Soit AC — B? > 0, A < 0. Nous avons alors au numérateur 
de la fraction la somme de deux quantités non négatives. Elles ne 
s’annulent pas en même temps, puisque la première s'annule pour 


tg p = — = et la seconde pour sin ọ = 0. 


Si À < 0, la fraction est égale à un nombre négatif, non nul. 
Désignons-le par —m?; alors 


1 
= (Ap) [— m? + Zoe Ap], 
où m ne dépend pas de Ap, &oAp —> 0, pour Ap —> 0. 
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Par conséquent, pour Ap suffisamment petit on aura: 
Af<0 


ou 
Í Ge + Ae, yo + Ay) — f (zo, Yo) < 0. 


Mais alors, pour tous les points (zo + As, yo + Ay) suffisam- 
ment voisins du point (zo, ÿo) aura lieu l'inégalité 


Í (zo + Az, yo + Ay) < f Ga, yo), 


ce qui veut dire qu’au point Go, Yo) la fonction f (x, y) admet un 
maximum. 

2) Soit AC — B? > 0, A > 0. On trouve, en raisonnant de la 
même manière, que: 


Af + (Ap)? [m? + 200 Ap] 


ou 
Í (to + Ax, Yo + Ay) > f Go, Yo)» 


c'est-à-dire que la fonction f (x, y) admet un minimum au 
point (£o, Yo). 

3’) Soit "ic B? < 0, A > 0. Dans ce cas, la fonction n’a ni 
maximum ni minimum. La fonction croît quand on 
s'écarte du point (£o, ÿo) suivant certaines directions, et décroît 
suivant d’autres directions. En effet, si l’on se deplar le long du 
rayon ọọ = 0, on a: 


Af = $ (AP [A + 220 Ap]> 0; 


la fonction croît quand on se déplace le long de ce rayon. Si l'on 
se déplace le long du rayon P = Po (où tg Po = -35) , ON a, quand 
A >0: 


1 AC -PR . 
= zO [EEE sin? go + Zoe | <0; 


la fonction décroît quand on se déplace le long de ce rayon. 

3”) Soit AC — BB< 0, A <0. La fonction nadmet 
dans ce cas ni maximum ni minimum. L'étude 
détaillée est conduite de la même manière que dans le cas 3’. 

3”) Soit AC — B? < 0, A = 0. Alors B 0 et on peut écrire 
l'égalité (2) sous la forme : 


Af = (Ap} [sin e (2B cos q + C sin q) + Zoe Ap]. 
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Quand ọ est suffisamment petit, l'expression entre parenthèses con- 
serve son signe, puisqu'elle est voisine de 2B, alors que le facteur 
sin ç change de signe suivant que ọ est plus grand ou plus petit que 
zéro (après avoir choisi ç > 0 et ç < 0, on peut prendre p suffisam- 
ment petit pour que Zoe n'influe pas sur le signe de l'expression 
entre crochets). Par conséquent, dans ce cas également Af change son 
signe pour différents e, c’est-à-dire pour différents Ac et Ay. Donc, 
la fonction ne présente ni maximum ni minimum en ce point. 

On peut alors, quel que soit le signe de À, énoncer la proposi- 
tion suivante: 

Si AC — B? < 0 au point Go, Yo), la fonction n'admet pas 
d'extremum en ce point. La surface représentant graphiquement 
cette fonction peut alors, par exemple, avoir dans le voisinage de ce 
point la forme d'une selle (voir plus haut, fig. 187). On dit en pareil 
cas que la fonction a un minimax en ce point. 

4) Soit AC — B? = 0. Dans ce cas, les formules (2) et (3) ne nous 
donnent aucune indication sur le signe de Af. Par exemple, si À = 0, 
on a: 

(A cos ọ + B sin g} 


e + 220 p |: 


1 
= Al 
Î z (AP) 
A . P SES : 
pour ọ = arc tg —) le signe de Af est déterminé par le signe de 


Zoe, On doit alors entreprendre une étude spé- 
ciale (par exemple, en prenant dans la formule de Taylor un 
nombre plus élevé de termes, ou par un autre procédé). Nous avons 
ainsi entièrement démontré le théorème 2. 
Exemple 3. Etudier les maximums et les minimums de la fonction 
z =% — zry + y? + 3x — 2y + 1. 
Solution. 1) Trouvons les points critiques: 


EN oz 
el = — 24 2y—2. 


ôy 
Résolvons le système d'équations 
2z— H + 3= 0, | 
— x--2y—2—0, 


nous trouvons : 
De de ce 
Deg 3 , y= 3 # 
2) Calculons les valeurs des dérivées partielles du deuxième ordre au 
point critique (—5 H $) et établissons la nature de ce point critique : 


Gs Gs Gs 
A=5 2; Ben eh C=—=2; 
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Par conséquent, au point (-5 -3 :3) la fonction a un minimum qui est égal à 
NI 
Se 
=F 
wg 


Exemple 4. Etudier les maximums et les minimums de la fonction 
z = Si + y’ — Aen, 


Solution. 1) Trouvons les points critiques, en utilisant les conditions 
nécessaires pour l'existence d'un extremum : 


À aaay =0, 


Nous trouvons deux points critiques : 
Zi, yı=1 et Zeck y:--0. 
2) Calculons les dérivées partielles du deuxième ordre ` 
Gi: gz gz 


zante gaT Sech 
3) Etudions la nature du premier point critique ` 
Gr e _{ 2z — . Gs 
a= (Za) 58: p- Lea x1 ER VE CO 
v=i Vi 


AC — B = 36 — 9 = 27 > 0; A > 0. 
Par conséquent, la fonction admet un minimun au point (4, 1); la valeur de la 
fonction en ce point est : 
Sei =" À. 
Ve) 
4) Etudions la nature du second point critique Mz (0, 0): 
AC — B = —9 <0. 
Par conséquent, le second point critique n'est ni un minimum ni un maximum 
(minimax). 
Exemple 5. Trouver trois nombres positifs dont la somme est égale 
à un nombre LA a et dont le produit est maximum. 
Solution. Désignons respectivement ces trois nombres par x, y et a — 
— x — y. Leur produit est alors 
u = x.y (a — z — y). 
Par hypothèse z > 0, y > 0, a — x — y > 0, c'est-à-dire z + y <a, u > 0. 


Par conséquent, x et y prennent des valeurs appartenant au domaine limité par 
les droites z — 0, y = 0, x + y =a. 
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Calculons les dérivées partielles de la fonction u: 
ðu 


g “v(a—2:—y), 
Zebra 


En égalant ces dérivées à zéro, on obtient le système d'équations : 
y (a — 2z — y) —0; z(a — 2y — x) =0. 
En résolvant ce système, on trouve les points critiques: 
z= 0, DEA Mi(0, 0); 
z2=0 ÿ2= a, M:(0, a); 
T3=4, y3=0, M3(a, 0); 


DEE DEER Ma LG. eil 


Les trois premiers points sont situés sur la frontière et le dernier à l'intérieur du 
domaine. La fonction u est positive à l'intérieur du domaine ct s'annule sur la 


frontière ; par conséquent, la fonction u admet un maximum au point (3 5) 


(c'est l'unique extremum à l'intérieur du triangle). La valeur maximum du 
produit est donc: 
a a as 


Etudions la nature des points critiques (en nous servant des conditions suf- 
fisantes d'existence d’un extremum). Calculons les dérivées partielles du deuxiè- 
me ordre de la fonction u: 


ou Gu du 
33 — -2y; Serge ga 2 
: Ou CU o OË a. 
Au point My, 0) nous avons Aa 0: mi C=: 
AC — B3 =— —a3 <0. Par conséquent, au point M, il n'y a ni masii ni 
D D D H D — H e o S 
See Au point M2(0, a) nous avons A= 7a - 2a; B= að; =—4; 
CF -0i AC— B2— —a? <0. Par conséquent, au point M, il n'ya ni 
maximum ni minimum. Au point M3(a, 0) nous avons A-0; B=—a; 
C= —2a; AC—B?— —a? <0. Au point M3 il n’y a également ni maximum 
; Ae g : a a S E 
ni minimum. Nous avons au point M4 (3. +) AZ; B= gr 
2a Ae a? f 
C= -7 à AC— P gg 20: A < 0. Par conséquent, la fonction ad- 


met un maximum au point M4. 


Remarque. La théorie des maximums et des minimums des 
fonctions de. plusieurs variables est à la base d’une méthode pour 
obtenir les formules permettant de représenter les dépendances 
fonctionnelles d’après les données expérimentales. Cette question 
est exposée au § 19. 
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$ 18. Maximums et minimums des fonctions de plusieurs 
variables soumises à certaines conditions 
(maximums et minimums liés) 


Bien souvent le problème de la détermination des plus grandes 
et des plus petites valeurs d'une fonction se ramène à la recherche 
des maximums et des minimums d'une fonction de plusieurs varia- 
bles qui ne sont pas indépendantes, mais liées entre elles par certai- 
nes conditions supplémentaires (par exemple, assujetties à vérifier 
certaines équations). 

Considérons, par exemple, le problème suivant. On demande de 
fabriquer une boîte parallélépipédique de volume maximum avec 
une feuille de tôle de surface 2a. 

Désignons respectivement la longueur, la largeur et la hauteur 
de la boîte par x, y, z. Le problème se ramène, par conséquent, à la 
recherche du maximum de la fonction 


v = XYZ, 


où z, y, z vérifient la condition Zou + 2xz + 2yz = 2a. 
Nous sommes donc en présence du problème de la recherche d es 
extremums liés*): les variables x, y, z sont liées 
par la relation: 2zy + 2xz + äus = 2a. Nous allons con- 
sidérer dans ce paragraphe les méthodes de résolution des problèmes 
de ce genre. 

Considérons tout d’abord le problème de l'extremum lié d'une 
fonction de deux variables quand elles ne sont liées entre elles que 
par une seule condition. 

Soit à calculer les maximums et les minimums de la fonction 


u = f (x, y), (1) 
où z et y sont liés par l'équation 
p (z, y) =0. (2) 


La condition (2) implique que seule lune des variables 
xet yest indépendante, par exemple x, car y est alors 
déterminé à partir de l'égalité (2) comme fonction de x. Si l'on résout 
l'équation (2) par rapport à y, et si l’on substitue dans l'égalité (1) 
l'expression trouvée pour y, u sera fonction d'une seule va- 
riable zet le problème sera ainsi ramené à l'étude du maximum 
et du minimum d'une fonction d'une seule variable indépendante x. 

Mais on peut résoudre le problème posé sans qu'il soit nécessaire 
de résoudre l'équation (2) par rapport à x ou à y. La dérivée de u 


+) Par opposition à l’extremum usuel que l’on appelle aussi extremum 
libre (N.d.T.). i 
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par rapport à x doit s’annuler pour les valeurs de z telles que la fonc- 
tion u est susceptible d'admettre un maximum ou un minimum. 
du 


Calculons ES 


à partir de (1), sachant que y est une fonction de z: 
du ôf 


du _ 0f , ët dy 
dr ôx T ôy dr 


Par conséquent, aux points d’extremum 


2, Së a (3) 
ôx ôy dx 

On trouve de l'égalité (2): 
Op , Gë dy 
— + ——<— 0, A 
dr F ôy dr Ge 


Cette équation est satisfaite pour tous les x et y vérifiant l'équation 
(2) (voir $ 11, ch. VIII). 

Multiplions tous les termes de l'égalité (4) par un coefficient 
indéterminé À et ajoutons-les aux termes correspondants de l'égali- 
té (3). Nous trouvons 


(242%) r(e} 2%) 0 


ôx Ou dz ôx ou dx 
ou 
E 
(2 Fa + ôy SE SS (65) 


Cette égalité a lieu pour tous les points où il y a un extremum. Choi- 
sissons À de manière que pour les valeurs de x et y telles que la fonc- 
tion u présente un extremum, la seconde parenthèse de l'égalité (5) 
s'annule *) 


ôf de 
— +1 —=0. 
Ou F ô 


y 
Mais alors pour ces valeurs de z et de y il vient de l'égalité (5) que 
ôf Ze 
— +Ai—— 0. 
ôx + ôx 


si Pour fixer les idées nous supposerons qu'aux points critiques 2 #0. 
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Ainsi aux points d'extremum les trois équations 


of Ei 
— +1—<— 0, 
ôx S ôx R | 
ôf ô (6) 
— + — = 0, 
ôy + dy 
(x, Ms D 


à trois inconnues zx, D À sont vérifiées. La résolution de ces équa- 
tions nous donne les i inconnues z, y et À qui n’a joué qu'un rôle auxi- 
liaire et dont nous n'aurons plus besoin. 

Il est clair que les équations (6) sont les conditions nécessaires 
pour l'existence d'un extremum lié, c'est-à-dire en tout point d'ex- 
tremum les équations (6) sont vérifiées. La réciproque n'est pas 
vraie, car la fonction peut ne pas avoir d’extremum lié pour les 
valeurs correspondantes de x, y et À tirées des équations (6). On est 
donc amené à entreprendre une étude détaillée de la nature du point 
critique. En résolvant des problèmes concrets, on peut parfois 
déterminer la nature du point critique d'après le caractère même 
du problème. Remarquons que les premiers membres des équations (6) 
ée les dérivées partielles par rapport aux variables x, y, À de la 
onction 


F (z, y, à) = f (z, y) +2o (z, y). (g) 


Ainsi, pour trouver les valeurs de z et y vérifiant la condition (2) 
pour lesquelles la fonction u = f (x, y) admet un maximum ou un 
minimum lié, il faut former la fonction auxiliaire (7), égaler à zéro 
ses dérivées partielles par rapport à x, y, À et déterminer les incon- 
nues x, y (ainsi que le facteur auxiliaire À) des trois équations (6) 
ainsi obtenues. Cette méthode peut être aisément étendue à la recher- 
che des extremums liés d’une fonction d'un nombre quelconque de 
variables. 

Soit à déterminer les maximums et les minimums de la fonction 
u = TD, z2, . .., Zn) de n variables zi, T2, . . . Zn assujetties à 
vérifier les m équations (m < n): 


Pi (Zi To, e.o, Zn) = 0, 
P2 (T1, To, e en Zn) zs D (8) 


Pour trouver les valeurs de 2, £2, . - ., Zn susceptibles de donner 
des maximums ou des minimums liés de cette fonction, on doit for- 
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mer la fonction auxiliaire 
F CG, Zä, vn Ins Ais - a Am) = f Dën. — En) + 
F Auga (mis. Zn) FH Aogps Gr. Zn) + - 
ee + Am@m Di, . + a Zn) 


égaler à zéro ses dérivées partielles par rapport à Zu. Ze. .., Zn 


óf ëm, Oe, D) 
IL pny E E RE 0; 

ÔT + ` ôx; + + 0x: 

óf ôP Im 
— + uy — +... — = 0, 

des SC ër: eck EIS (8) 


e e e o oao oo eùo oo so oo oo 


et déterminer des m + n équations (8) et (9) zu, z2, - . ., Zp et les 
inconnues auxiliaires Au, . . ., Am. Tout comme pour une fonction 
de deux variables, la question de savoir si aux valeurs trouvées des 
variables correspond véritablement un maximum où un minimum de 
lá fonction ou si cette dernière n'admet pas d'extremum en ce point 
reste sans réponse dans le cas général. Cette question sera résolue 
à l’aide de considérations particulières découlant de chaque pro- 
blème concret. 

Exemple í. Revenons au problème considéré au début de ce paragra- 
phe: trouver le maximum de La fonction 

v = 2Zyz 
si les variables z, y, z sont assujetties à vérifier la relation 
zy + zz 4+ yz — a = 0 (z > 0, y > 0, 2: > 0). (10) 


Formons la fonction auxiliaire 
F (z, y, å) = zyz + å (zy + z3 + yz — a). 
Calculons ses dérivées partielles et égalons-les à zéro : 
yz+ A IO + z) = 0, 
E 1 (z +z)=0, } (11) 
zy+A(z+y)=0. 
Le problème se ramène donc à la résolution du système des quatre équations 
(10) et (11) à quatre inconnues (x, y, z et À). Pour résoudre ce système d'équa- 


tions multiplions la première équation (11) par z, la deuxième par y, la troisième 
par z et ajoutons les expressions ainsi obtenues. En nous servant de l'équation 


(10), nous trouvons À = — Ze, Substituons cette valeur de À dans l'équation 
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(11), nous avons : 
n [1-2 w+ ]=0, 


zz EE (429 [=0, 


a [1-5 +n ]=0 


Puisque z, y et z, d’après la nature du problème, sont différents de zéro, on dé- 
duit de ces équations que 


E W+a=1, E G+:)=1, Siet el, 


Des deux premières équations nous trouvons z = y, de la deuxième et de la 
troisième y = z. Mais alors il vient de l'équation (40) z = y = 3 à. Nous 


avons ainsi obtenu l'unique système de valeurs des variables z, y et 3 pour les- 
quelles la fonction est susceptible d’avoir un maximum ou un minimum. 

On peut démontrer que ce point est précisément un point de maximum. 
Cela découle également de certaines considérations géométriques (les conditions 
du problème étant telles que le volume de la boîte ne peut être infiniment grand, 
DS être, par conséquent, maximum pour certaines valeurs des dimensions des 
c ; 

Le volume de la boîte est donc maximum quand elle a la forme d’un tube 
e a 
d'arête y= 

Exemple 2. Déterminer la valeur maximum de la racine n-ième du 
produit des nombres zu, z2, - .., Zp, si la somme de ces nombres est égale à un 
nombre donné a. On peut donc poser le problème de la manière suivante: on 


demande de trouver le maximum de la fonction u — Y Zi .. In, Si les varia- 
es zi, . . . Zo Sont assujetties à vérifier la relation i k 


Z, + z+ ... + 3n —a = 0 (z, >0, zz>0, ... z, >0). (12) 
Formons la fonction auxiliaire 
F (Zis ces Ins A) = tee In tÀ (mit zat ..+an—a). 
Calculons ses dérivées partielles : 
1 Ss 
Fa=— ren A EE ou u= —nÀ3;, 


(Zi... Zn) ” 


e 1 
Fa Sher ou u——nÀn, 
Fine +A=0 ou u= —nÂz, 


Il vient de ces dernières égalités : 
U=... = ne 
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et, cn vertu de l’équation(12), nous trouvons 
MS ==. 

La nature du problème nous dicte qu’en ce point critique la fonction 
nee z e a 
Vas... Tp présente un maximum égal à Se 

Par conséquent, tout système de nombres positifs zu, z2, . .. , véri- 
fiant la relation z; + z2+ ... Län =a, satisfait à l'inégalité SS 

EE a3) 


E étant la plus grande valeur de cette fonction). En remplaçant dans l'inéga- 
lité (13) a par son expression tirée de l'égalité (12), on trouve: 


Y Zus, In <At ta S (14) 


Cette inégalité a lieu pour tous les nombres positifs z1, z2, - . ., z,. Le premier 
membre de l'inégalité (14) est appelé moyenne géométrique de ces nombres. 
Ainsi, la moyenne géométrique d'un nombre fini de nombres positifs n'est 
pas supérieure à la moyenne arithmétique de ces nombres. 


$ 19. Dépendance fonctionnelle obtenue en traitant 
les données expérimentales par la méthode des moindres carrés 


Supposons que l’on doive utiliser les résultats de l'expérience 
pour établir la dépendance fonctionnelle de la grandeur y de la 
grandeur x: 

y = ọ (3). (1) 


Supposons encore que les expériences réalisées nous aient fourni n 
valeurs de la fonction y pour les valeurs correspondantes de l’argu- 
ment. Les résultats obtenus sont écrits dans la table: 


On établit la forme de la fonction y = (x) soit à partir de consi- 
dérations théoriques, soit sur la base du caractère de la disposition 
sur le plan de coordonnées des points correspondant aux valeurs 
expérimentales. (Nous appellerons ces points « points expérimen- 
taux »). Supposons, par exemple, que les points expérimentaux 
soient disposés sur le plan de coordonnées comme l'indique la fig. 188. 
Tenant compte du fait que les résultats de l'expérience sont entachés 
d'erreurs il est naturel de supposer que la fonction cherchée y = 
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= (zx) peut être recherchée sous forme de la fonction linéaire 
y = ax + b. | 

Si les points expérimentaux sont disposés comme l'indique la 
fig. 189, il est naturel de rechercher la fonction y = q (x) sous 
la forme y = az’, etc. 

Quand la forme de la fonction y = ọ (x, a, b, c, . . Jet adop- 
tée, il reste à choisir les valeurs des paramètres a, b, c, ... de 
sorte que la fonction obtenue décrive dans un certain sens de la 
meilleure marière possible le processus considéré. 


EEN SÉ) 


? 
d 
H 
i 
f] 
1] 
i 
0 
D 
1] 
D 
b 
f} 
f] 
i 


Fig. 188 Fig. 189 


Une méthode largement répandue de résolution de ce problème 
est la méthode dite des moindres carrés. Elle consiste en ce qui suit. 
Considérons la somme des carrés des différences entre les valeurs 
expérimentales y, et celles de la fonction ọ (x, a, b, c, ...) aux 
points correspondants: 


S (a, b, 6.) Du plu a b c + fe e 


Choisissons les paramètres a, b, c, . .. de manière que cette somme 
ait la plus petite valeur possible : 


S(a, b, c, .. ER Dn — P (zi a, b, c, ...)f— min. (3) 


Le problème se ramène ainsi à trouver les valeurs des paramètres 
a, b, c, ... pour lesquelles la fonction S (a, b, c, ...) admet 
un minimum. 

Il découle du théorème 1 (§ 17), que ces valeurs a, b, c,... 
vérifient le système d'équations 


Ee Za E Zeie (4) 
ôa ðb ôc 
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ou sous forme détaillée : 


D ui — qu a, b, c, „peah en) 0) 
5 ðp (zi a, b, €...) 
È uol a b e JO, À 


n 
S [vi — P (tn a, b, c, pee en Pr Gen) g, 
1 de 


Il y a ici autant d'équations que d'inconnues. En chaque cas concret 
on étudie le problème de l'existence de la solution du système d'équa- 
tions (5) et de l'existence du minimum de la fonction S (a, b, c, ...). 

Considérons certains cas de détermination de la fonction y = 
= 9 (x, a, b, c, ...). 

I. Soit y = ax + b. La fonction S (a, b) s'écrit alors dans 
ce Cas (cf. expression (2)): 


n 


Sie, b)= Y [yi — (azı + b)F. (6) 


C'est une fonction des deux variables a et b (z; et y, sont des nom- 
bres donnés; cf. table p. 328). Par conséquent, on a 


Z- -25 [yi — (axı + b)] z: = 0, | 
EL n 
mæ —22 PT — (az; + b)]= 0, | 


autrement dit, le système d'équations (5) s'écrit dans ce cas: 


n n 2 Së n Z 

à Li ns à a=b à SES 
n n (7) 
» yi—a D z; — bn = 0. 

fl i=; 


Nous avons obtenu un système de deux équations linéaires à deux 
inconnues, a et b. Il est évident, que ce système possède une solu- 
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tion déterminée et que pour les valeurs trouvées de a et b la fonc- 
tion S (a, b) admet un minimum *). 

II. Supposons, que l’on ait adopté en qualité de fonction d'ap- 
proximation le trinôme du second degré 


y = a + br +c. 
Dans ce cas l'expression (2) s'écrit : 


S(a, hd D [yi — (a+ bzi + of. @ 


C'est une fonction des trois variables a, b, c. Le système d'équations 
(5) devient : 


[vs — (ari + bz: + dl = 0, 


EN 


a Rare 


EL — (at + bu + 9]z—=0, 

— (añ + bn + c)}=0, 

ou sous forme développée : 
Due —a Da — ER EE 
À Hun — ‘à zi — "A de Bac (9) 
DEE 


Nous obtenons un système d'équations linéaires pour déterminer 
les inconnues a, b, c. Il découle du caractère du problème, que le 
système possède une solution déterminée et que pour les valeurs 
obtenues a, b, c la fonction S (a, b, c) admet un minimum. 


IM 
T 


+) On l'établit aussi aisément à l'appui des conditions suffisantes (cf. théo- 
rème 2 § 17). En effet on a ici 


aS ðS 
KN KEE Ja ðb ad —? 2 Zi -ga SZ 
Par conséquent 


as Gë e e 
Jas ga gbi (x CC? =in à zį}—(2 2=YŸ- 


SES (2) > 0, Se 
i4 
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Exemple. Supposons que larpin nous ait fourni quatre valeurs 
de la fonction cherchée y = ? (x) pour 
eau: 


es quatre valeurs de l'argument (n = 4), 
ainsi que l'indique le tab 


Nous recherchons la fonction ọ sous forme de la fonction linéaire y — ax + b. 
Composons l'expression de S (a, b): 


A 
S (a, b)= 2 [yi —(az1+b)}2. 


Pour composer le système (7) servant 
à déterminer les coefficients a et b 
calculons au préalable 


4 4 
2 mä, Y a}=39, 
i=1 (E) 


A A 
> z—=11, 5 yi=10. 
i=1 i=1 


Le système (2) s'écrit alors : 
21 —39a—11b=0, 
10—11a—4b—0. 


Résolvant ce système nous trouvons a et b: a — —26/35, b — 159/35. La droite 
recherchée (fig. 190) est 


Fig. 190 


$ 20. Points singuliers d'une courbe 


On emploie également les dérivées partielles pour l'étude des 
courbes. 
Soit 
F (x y) =0 
l'équation d’une courbe. 
La valeur du coefficient angulaire de la tangente à la courbe est 
donnée par la formule 


(voir § 41, ch. VII). 
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Si l'une au moins des dérivées partielles SE ne s'annule pas 


au point donné M (x, y) pris sur la courbe, la quantité %4 ou est 


alors bien déterminée. La courbe F (x, y) = 0O a donc en ce A 
une tangente bien déterminée. On dit alors que M (z, y) est un 
point simple de la courbe. 

Si au contraire le point Mo Ga, yo) est tel que: 


(Z) ra E 
ÔT Jesse du /x=% 
Lem Ge 


Vo 
le coefficient angulaire de la tangente est indéterminé. 


Définition. On appelle point singulier d'une courbe 


0F ôF 
F (x, y) = 0 le point Mo (Zo, yo), où les dérivées partielles Sa 


s'annulent. Il résulte de la définition que les points singuliers sont 
définis par le système d'équations 


Il est évident que toutes les courbes n’ont pas nécessairement 
des points singuliers. Par exemple, pour l’ellipse 


a a 


nous avons évidemment 


2 2 
T y ôF 2z ôF 2y 
Fiz, y= tiai = oe? 
m a) à + Le dr e ôy De 
les dérivées Pet E ne s’annulent qu’au point x = 0, y = 0, qui 
n'appartient pas à l'ellipse. Par conséquent, l'ellipse n'a pas de 
points singuliers. 

Sans entreprendre une étude détaillée du comportement d'une 
courbe au voisinage des points singuliers, nous nous bornerons à 
considérer quelques exemples de courbes ayant des points singuliers. 

Exemple 1. Etudier les points singuliers de la courbe 

P—z(c—-a} —0 (a>0). 
Solution. Dans le cas donné F (z, y) = y? — x (x — of et par suite 
Ela ôF 


-gz 7—9) (a— 3s); ay TA 
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En résolvant le système des trois équations : 
F 
F (z, y)=0, ——=0, Si à 
nous trouvons: 
Zo = â, Yo = 0. 


Le point Mo (a, 0) est, par consequent, un point singulier. 
Etudions le comportement de la courbe au voisinage du point singulier 
et construisons cette courbe. Ecrivons cette équation sous la forme 


y = + (z — a) Vz. 
On voit de cette formule que la courbe : 1) n'est définie que pour z > 0; 2) est 
symétrique par rapport à l'axe Oz; 3) coupe l'axe Oz aux points (0, 0) et (a, 0). 
Ce dernier point est un point singulier. 
Considérons tout d'abord la partie de la courbe correspondant aux valeurs 
positives: 
y = (z —a) Vz. 
Calculons les dérivées de y du premier et du deuxième ordre par rapport à z : 
yana ja Ae La | 
2Vz 4z Vz 
Pour z — 0, on a y’ — œ. Par conséquent, la courbe est tangente à l'axe Oy 
à l’origine des coordonnées. Pour z = + „ona y’ —0, y"> 0, c'est-à-dire que 
a 


la fonction y présente un minimum pour z =x: 


3 
sep 
FPS SC? 

E 


Sur le segment 0<z<aonay<0;pouz>-z H > 0; quand z —> 0, 


y—> œ. Pour z =a, NI =ŅVa, c'est-à-dire la branche de la courbe y = 
= + (z— a) Vx a pour tangente au point singulier Mo (a, 0) la droite 


=Va (z = a). 


La deuxième branche de la courbe y = —(z —a) z étant symétrique 
de la première par rapport à l'axe Oz, la courbe a, par conséquent. une deuxiè- 
me tangente au point singulier, définie par l'équation 

y =— Va (z — a). 

La courbe passe deux fois par le point singulier. Un point présentant une 
telle particularité est appelé point double. 

La courbe considérée est représentée sur la figure 191. 

Exemple 2. Etudier les points singuliers de la courbe (parabole semi- 
cubique) 

y — 23 — OU. 


Solution. On détermine les coordonnées des points singuliers à partir 
du système d'équations: 
— z3 =0; 32 =0; 2y —0. 
Il en résulte que le point Mo (0, 0) est un point singulier. 
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Mettons l'équation considérée sous la forme 


y =+ Wo 

Pour construire cette courbe procédons de la manière suivante: étudions tout 
d'abord la branche de la courbe correspondant aux valeurs positives; la branche 
correspondant au signe moins n'exige pas une étude particulière puisqu'elle 
est symétrique de la première branche par rapport à l'axe Oz. 

La fonction y n'est définie que pour z > 0, elle est non négative et croît 
avec z. 

Calculons les dérivées première et seconde de la fonction y = V23; 

3 3 1 
EE éi = 
y er 2 Vz U y" 4 Vz D 

Pour z = 0, on a y = 0, y’ — 0. Par conséquent, la branche considérée de la 
courbe a pour tangente à l'origine des coordonnées la droite y — 0. La deuxièmo 
branche de la courbe y — — Ma passe également par l’origine des coordonnées 


ÿ 


.y?=xfr-0)? 


Fig. 191 Fig. 192 


et a aussi pour tangente on ce point la droite y — 0. Par conséquent, les deux 
branches de la courbe passent par l'origine des coordonnées, y ont une même 
tangente ct sont disposées symétriquement de part et d'autre de cette tangente. 
Un point Se e cette sorte est appelé point de rebroussement de première 
espèce (fig. 192). 

Remarque. On peut considérer la courbo y? — z3 — O comme un cas 
limite de la courbe y? — z (z — a)? -- O (considérée dans l'exemple 1), pour 
a — 0, c'est-à-dire quand la boucle se contracto jusqu'à être réduite à un seul 
point. 


Exemple 3. Etudier la courhe 
(y — 3} — z5 = 0. 
Solution. On détermine les points singuliers à partir du système 


d'équations 
—4z (y — z?) Bei — 0; 2(y— at —0. 
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Ce système a une solution unique: z = 0, y = 0. L'origine des coordonnées 
est, par conséquent, un point singulier. 

Mettons l'équation considérée sous la forme y = z? + Vz. 

Il en résulte que z est susceptible de prendre toutes les valeurs compriscs 
entre 0 et Le, 

Calculons les dérivées première et seconde: 


TEE s=2+ VS 


Etudions séparément les branches de la courbe qui correspondent respecti- 
vement au signe plus et au signe moins du radical. Dans les deux cas, pour 


Fig. 193 


z — 0, nous avons y — 0, y’ = 0. Par conséquent, l'axe Or ¿st une tangente 
pour les deux branches de la courbe. SS 

Considérons d'abord la branche y — 2% + Va. 
Quand z croît de O à e, y croît de O à co. La seconde branche 


y =2 — V5 
coupe l'axe Oz aux points (0, 0) et (1, 0). 
La fonction y = 3 — Lab présente un maximum pour z = S: Pour 
zz +œ, y —+ —0o. 
Les deux branches de la courbe parani par l'origine des coordonnées ; 
elles ont une tangente commune et sont di es d’un même côté de la tangente 
au voisinage du point de tangence. Un tel point singulier est appelé point de 


rebroussement de deuxième espèce. Le graphique de la fonction considérée cst 
représenté sur la figure 193. 


Exemple 4. Etudier la courbe 
vz L a D 


Solution. L'origine des coordonnées est un point singulier. Pour 
étudier la variation de la courbe au voisinage de ce point singulier mettons 
l'équation de la courbe sous la forme 


$ 20] POINTS SINGULIERS D'UNE COURBE 337 


La courbe cst symétrique par rapport aux axes de coordonnées, puisque 
dans l'équation de la conrhe n’entrent que les puissances paires des variables 
et. par conséquent, il suffit d'étudier la courbe pour les valeurs positives de z 
ct y. Il vient de cette dernière équation que z varie de 0 à 1, c'est-à-dire 0 < 
<z <1. 

Calculons la dérivée de la hranche de la courhe dont l'équation est 


y =+ V1 — t: 


Vi — zx? 
Pour z — 0, on a y = 0. y’ — 0. La courbe est donc tangente à l'axe Oz à l'ori- 
gine des conrdonnécs. 


y 


Fig. 194 Fig. 195 


Pour z — 1. y — 0. y’ — œ; par conséquent, au point (1, 0) la tangente 
à la courhe est parallèle à l’axe Oy. En outre, la fonction admet un maximum 


pour z = J/ n (fig. 194). 

A l'origine (au point singulier) les deux branches de la courbe sont tan- 
gentes. Un point singulier de ce genre cat appelé point de tangence. 

Exemple 5. Ftudier la courbe 

wë a? (r —1)=0. 

Solution. Les points singnlicrs sont déterminés à partir du système 
d'équations : 
P— e (—1)= 0; —Sat+ Ze 2y - 0. 

Ce système admet pour solution z -- 0. y — 0. Le point (0. 0) est, par con- 
séquent, un point singulier de la courbe. Mettons l'équation de la courhe sous 
la forme SE 

y = +z Ms 
Il cst évident que z pent prendre toutes les valeurs comprises entre 1 et +-00, 
ainsi que la valeur zéro (en ce cas y OD. 

Etudions Ja hranche do la courhe correspondant au signe plus du radical. 
Quand z croît de 1 à œ, y croît de O à œ. La dérivée de y est 
Ar 2 


RL 


LA 


22—1162 
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Pour z = 1, On a y” = œ. La tangente à la courbe au point (1, 0) est donc paral- 


lèle à l'axe Oy. 
La seconde branche de la courbe (correspondant au signe moins du radical) 


est rude de la premiègs par rapport à l'axe Oz. 

coordonnées du point (0,0) vérifient l'équation de la courbe, mais 
aucun autre point de son voisinage n'appartient à la courbe (fig. a Dans 
ce cas on appelle un point singulier de ce genre point isolé de la courbe. 


Exercices 
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes : 


1. z=z?2sin? y. Rép. SE = 27 sin y; EE 


2. z=z%, Rép. per 1; EE 
3. ve ei ft Rép du Gett +2. du otre, Le 
UE IF ` Jy des 
zm Dette 


Ee z 
A u= Va us, Rép. a-ya 


= RE OR PE 
5. z=arc tg (zy). Rép. ðs “Tage Ÿ dy py 

Gs y sn 03 H. Ge z 
6 z=arc Hz, Rép. ET ENT "AI 

2 +yi—z Ze 2 de 2r 
D fe EL e 
REV ne P aT VAFA a" y Var 
x D x z z 

eY 4Y ĝu ` v., ôu z y © v, du A1 y 

S ume te | Re gege ago Re ge à 
1 GI 


Z 
9. z=arc sin (z+ y). Rép. ER Vief EI 
Ke? 2 ER = 
0. = cou ei A ig oH ® BE E 
10. z—arc tg Lë ép ES z Vas Fy Va TA D 
Calculer les différentielles totales des fonctions suivantes : 
IL s=22+ry2{-siny. Rép. de —(2r—+ y3) di + (2ry + cos y) dy. 
12 z= Log (zy). Rép. d= +. 
13. z= IV, Rép. de 2e. (3 de + y dy). 
3dz 1 
14. u=t — +2, . du= — + — 
ve ltr, Rép. dt lemer 
+z Log6) dy+-6v+z Log 6 dz. 
Hds dy 


15. w=arcsin>. Rép. dw = — =. 
y lul Vus 
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16. Calculer fx(2, 3) et fu (2, 3), si f(x, Ha zë Lg, Rép. fx(2, 3)=4, 


Bt, 3)=27. 
17. Calculer df (x, y) pour z=1, y=0; de DER si f (z, y)— 


= Was PO Rép. n 


Trouver pour les petites valeurs absolues des variables z, y,z une formule 


approchée pour les expressions : 
14- 1 
Rép. 1-} = (z—y—2). 
mn Usätz PP 7 Brad 


EE 
19. KESCESSCNh Rép. ist 7 (z—y— 23). 


ôz CH : e EES SE 
20. Calculer SC et ER si z=u+v, u=2®1siny, v—Log(z+y) 
z 1 
Rép. © —?2r+ +20: — = c08 Age gg 
: 1 dz 
21. Calculer gi si yE, u——cosxz; v=cosz. Rép. F 
zan 
af 
2 cos 5 
22. Calculer LA et E si z—eu-80, u—sinx, v—213—y2, Rép. 2 
ES , ’ ’ S " Gs 
= eu-2v (cos z— 6z?) ; E = eu-20 (0—2.2y)= — Ayeu-2v, 
Calculer les dérivées totales des fonctions suivantes : 
23. z—arc sin (u+ v); u=sin z cosa; v=coszsina. Rép. ITb 


si Ba Zeie Dat EE si Ska 1 À 5 <z+a<(Æ&+ 
HIER 
24. = 2; y=asin z; z= C08 T. Rép. SE = eo" sin z. 


25. z=Log (1—z3); z= Vnd; À Kee deht 


Calculer les dérivées des fonctions implicites de z données par les équa- 


tions : 
a LE) PE d. Ss 
26. ty 1-0 Rép. dd T E y D 
2 p dy b z 
21. pi. Rép. EEN 
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28. 


29. 


31. 


32. 
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= dy _ yzv-1— y* Log y 
s=. RE. S aoge 


dy ___ylcos(zy)—*t — 27] 


sin (zy)— eY —z?y=0. Rép. Eet 


a p , st S Ge Ge E Ca EI 
a3 tatami ; calculer Er et E Rép. 2 ua H Ce 
= 

Res" 

ER EI ën ðw ` coaw , ôw 
u—vtgaw=0Q0; calculer KC et Ka Rép. w aw e Ce 
PE sin 2aw 
Se? 2av ` 

2 ôz , 1 ës H 
2 —— 2 — z? 8 — — zm = o 
z Fe V y? —z?, montrer que zx a ty Ds 


Ž=F (+) , montrer que z Z4 Fes quelle que soit la fonction 
dérivable F. 


Calculer les dérivées partielles du second ordre : 

Gs ð?z Gär 
= 4572 L =bzr—8y: —— = —Bz : — — 
z=2z3—4r?y LB, Rép. Sc =67—8y; CES 8x ; TL = 10. 


in y Gs ex 


d D 
z=e*¥ Log y+ sin y Logz. Rép. Famer Log y— Za i za y t 


2 
osy.. Paz — sin y Log z. 


e T ôy? y? 
: 1 u ` du Pu 
Montrer que si "= Varpe alors a taya t gr O 
. __ P 02 z _} 0z 
Montrer que si z= SESCH alors TIR So 8" 


‘ 02 , o 
Montrer que si z = Log (z2+ y?), alors ga an 0 


Montrer que si z— (y {-ax)-1 (y —az), alors a? ES? — 53 =0 quelles 


que soient les fonctions arbitraires q et db dérivables jusqu’au deuxième 


ordre. 
Calculer la dérivée de la fonction z= 3r4—zy+4-y3 au point M (1, 2) 
suivant une direction formant un angle de 60° avec l'axe Oz. Rép. 5+ 


+13. 


Calculer la dérivée de la fonction z=5z2—3r—y—1 au point M (2, 1) 
suivant la direction de la droite joignant ce point au point AN (5, 5). Rép. 9,4. 
Calculer la dérivée de la fonction f (z, y) suivant les directions : 1) de la 


; : a 1 ôf , 9f\. 
bissectrice de l'angle des coordonnées Ozy. Rép. A +) ; 2) de 


l'axe des z négatifs Rép. — H 


43. 


hh. 


45. 


46. 
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Í (2, y) = 28 + 3r? + 4zy + y2. Montrer qu'au point M (4 A —) la 
dérivée est égale à zéro suivant n'importe quello direction (e fonction 
stationnaire »). 

Déterminer parmi les triangles ayant un même périmètre 2p celui dont 
la surface est la plus grande. Rép. Le triangle équilatéral. 

Trouver parmi les parallélépipèdes rectangles d’aire donnée S celui dont 


le volume est le plus grand. Rép. Le cube d'arête y s. 


Calculer la distance entre les deux droites de l'espace d'équations 
Lt Le A 
eet TTT P-a 

Etudier le maximum et le minimum des fonctions : 

än (a—xz— y). Rép. z est maximum pour z=5; = ge 


DEE zty EE? Rép. z est minimum pour Sete 


. z=sinz-4-siny-! sin(z-| y) (o<r<5i0<r<) . Rép. z est maxi- 


n 
mum pour z=y= 7. 


. z=sinzsin ysin (z4 y) (Dezem 0< y <1). Rép. z est maximum 


ur z= LS 
po RE E a 


Trouver les points singuliers des courbes suivantes, étudier la nature de 
points singuliers et former l'équation des tangentes en ces points : 


z 4- y — 3ary = 0. Rép. Mo(0, 0) est un point multiple: équations 
des tangentes: z = 0, y = 0. - 

afy? — zi (a? — z?). Rép. L'origine est un point de tangence. Tangente 
double y? == 0. 


p= A Rép. Mo (0, D eet un point de rebroussement de première 


espèce; y? == 0 est l'équation de la tangente. 

y? — z? (9 — äi Rép. Mo (0, 0) cst un point multiple; équations des 
tangontes: y = + 3r. 

z^ — Darty — axy? Lo — 0. Rép. Mo (0, 0) est un point de rebrousse- 
ment de deuxième espèce, y? — 0 est l'équation de la tangente double. 


- y? (a? 1 3?) = r (aè — 2). Rép. Mo (0, 0) est un point multiple; équa- 


tions des tangentes: y = LS, 
Ur? + a?y? = së Rép. Met, 0) est un point isolé. 


. Montrer que l'origine des coordonnées est un point terminal pour la courbe 


y = z Log z et qu'en ce point l'axe Oy cst tangent à la courbe. 


, Montrer que l'origine des coordonnées est un point multiple de la courbe 


y= = j - Les tangentes cn co point sont: à droite y = 0, à gauche 
14e 


Chapitre IX 


APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
À LA GÉOMÉTRIE DE L'ESPACE 


$ 1. Equation d'une courbe dans l’espace 


Considérons le vecteur OA = + joignant l’origine des coordonnées 
à un point variable A (x, y, z) (fig. 196). Ce vecteur est appelé 
rayon vecteur. 

Exprimons ce vecteur à l'aide de ses projections sur les axes de 
coordonnées : 


r= ai + yj Lab, (1) 


Supposons que les projections du vecteur » sont fonctions d'un cer- 
tain paramètre f: 


zur) ELO 
y=vŸ(t), | (2) 
0 Z= x (D. 
La formule (1) peut être alors mise sous la 
o Y forme 
r=pÜi+vdOi+rxOk (1) 
Fig. 196 ou Sn a’) 


Quand ż varie, les coordonnées x, y, z varient et le point À, extré- 
mité du rayon vecteur a, décrit dans l’espace une certaine courbe 
que l’on appelle kodographe du vecteur z = + (t). Les équations (1°) 
et (1”) sont appelées équations vectorielles d’une courbe dans l'espace 
oucourbe gauc he. Les équations (2) sont appelées équations 
paramétriques d’une courbe gauche. A chaque valeur de £, ces équa- 
tions font correspondre des valeurs bien déterminées des coordonnées 
z. y, z d’un certain point de la courbe. 


Remarque. On peut également définir une courbe gauche 
comme étant le lieu géométrique des points d'intersection de deux 
surfaces. La courbe peut donc être définie par les deux équations de 
ces surfaces : 


D (z, Y, z) = 0, 
A y, 2) = 0. l (3) 
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Par exemple, les équations 
+y +z2=4, z=1 


sont les équations d'un cercle dans l’espace, ce cercle étant défini 
comme l'intersection d'une sphère et d’un plan (fig. 197). 

Une courbe gauche peut donc être exprimée soit par les équations 
paramétriques (2), soit par les deux équations des surfaces (3). 

On passe des courbes paramétriques aux courbes exprimées par 
l'intersection de deux surfaces en éliminant le paramètre £ des équa- 


Zz 


Fig. 197 


tions (2); on obtient alors deux équations reliant x, y et z. Inverse- 
ment, si l'on pose x = ọ (t) (où ọ (t) est une fonction arbitraire) et 
si l’on exprime y et z en fonction de £ à partir des équations 


D: lọ (t), Y: z] = 0, ds lo (8), Y, z] = 0, 


on effectue le passage des courbes exprimées par l'intersection de 
surfaces aux courbes définies paramétriquement. 


Exemple 1. Soient 
z=4 — íi, y=3, EE EI 


les équations paramétriques d’une droite. En éliminant le paramètre t, nous en 

déduisons les équations de deux plans. Par exemple, en retranchant successive- 
ment de la première équation la deuxième et la troisième, on a z — y — z = 
= —3. En retranchant de la première la troisième, multipliée préalablement 
pas quatre, on a z — 4z — —9. La droite donnée est donc la courbe définie par 
‘intersection des deux plans 


z—y—-1+383—0 et zx — 4: + 9 — 0. 


Exemple 2. Considérons un cylindre droit de révolution de rayon a, 
dont l'axe coïncide avec l'axe Oz (fig. 198). Enroulons autour du cylindre un 
triangle rectangle flexible C,A C, de sorto que le sommet A du triangle coïncide 
avec le point de rencontre de la génératrice du cylindre et de l'axe Oz, et que 
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le côté AC; s'enroule sur la section de ce cylindre située dans le plan Oxy. 
L'hypothénuse détermine alors sur le cylindre une courbe appelée hélice. 

ésignons par z, y, z les coordonnées d'un point variable M de l'hélice 
et par £ l'angle AOP (voir fig. 198). Alors 


z—acost, =asin t, z= DÄ = AP tg 9, 


où D désigne l'angle aigu du triangle C,A C. Remarquons que ÁP = at, car ÁP 
est l'arc de circonférence de rayon a correspondant à l'angle au centre t. En 


Fig. 198 


désignant tg 6 par m, on trouve les équations paramétriques de l'hélice 
æ—acost, y—asint, z= amt 
(où £ cst le paramètre), ou sous forme vectorielle 
r = ta cos t + Ja sin t + kamt. 


On élimine le paramètre £ des équations paramétriques de l'hélice; en 
élevant les deux premières équations au carré et en les ajoutant, on trouve 
a + y = a. C'est peser l'équation du cylindre sur lequel est tracée 
l'hélice. Ensuite, en divisant terme à terme la deuxième équation par la première 
et en remplaçant dans la relation obtenue € par son expression tirée de la troisiè- 
me équation, on trouve l'équation d'une autre surface sur laquelle est tracée 
l'hélice: 

y z 

= Em" 
Elle est appelće hélicoïde à plan directeur. On peut la considérer comme engen- 
drée par une demi-droite parallèle au plan Ozy d'extrémité située sur l'axe Oz 
lorsque cette demi-droite tourne avec une vitesse angulaire constante autour de 
l'axe Os et qu'elle se déplace vers le haut avec une vitesse constante, de sorte 
que son extrémité reste constamment sur l’axe Oz. L'hélice est définie par l'inter- 
section du cylindre et de la surface hélicoïdale. C’est pourquoi, on peut la définir 
par les deux équations: 


y D 
21 vg, À 2 
CS a EE =tg am 
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$ 2. Limite et dérivée d'une fonction vectorielle d’une 
variable scalaire indépendante. Equation de la tangente 
à une courbe. Equation du plan normal 


Revenons aux formules (1°) et (1”) du précédent paragraphe: 
r=phi+pOI+xOE 


Tr ss Te (t). 


En général, quand ż varie, la grandeur et la direction du vecteur 
r varient également. On dit alors que 7° est une fonction vectorielle 


ou 


r{tsat) 


Fig. 199 Fig. 200 


de la variable scalaire indépendante ft. Supposons que 

GI = Po m D) = Po om x (£) = Xo 
On dit alors que le vecteur ro = pot + pof + pa est la limite du 
vecteur » = r (t) et on écrit (fig. 199) 


Dm 7 (t) = ro 
t—>to 


Il en résulte les égalités évidentes ` 
lim | » (0 — rl = 
tto 


= Him Vie © — gf + [b (0) — PF + [x (0 — xf = 0 


et f 
lim |7 (|=| rol. 
Leite 
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Passons maintenant à la notion de dérivée d'une fonction vecto- 

rielle d’une variable scalaire indépendante 
r(A =p(Hi +y (Hj t x (Ë) k, (1) 

en supposant que l'origine du vecteur z (t) coïncide avec l’origine 
des coordonnées. Nous savons que l'équation (1) est l'équation 
vectorielle d'une courbe gauche. 

Choisissons une valeur de £ qui correspond à un point déterminé 
M de la courbe et donnons à { un accroissement At; nous avons alors 
le vecteur 

r (EI At) = ọ (t + At) å -i-p (t + At) j + x (t+ Ai) k, 


qui détermine sur la courbe un point A/, (fig. 200). Calculons l'ac- 
croissement du vecteur 
Ar = r (t+ At) — r (t) = lọ (t + At) — ọ (Hl à + 
+ lẹ (t + At) — p (13 + ix (t + At) — x (8) k. 
Cet accroissement est représenté sur la figure 200 par le vecteur 
MM, = Ar (i), où ÖM =r (t), ÖM, = r (t + At). Considérons le 


rapport zo de l'accroissement de la fonction vectorielle à l'accrois- 


sement de la variable scalaire indépendante; c'est évidemment un 
vecteur colinéaire au vecteur A: (t) puisqu'on l'obtient en multi- 


pliant Ar (t) par le facteur scalaire Gi Nous pouvons mettre ce 


vecteur sous la forme: 
Ae __qg(t+At)—g() ,, pta) — yl 
Ai At At j+ 
x (4 + A1 — x) y, 
At 


Si les dérivées des fonctions ọ (t), Ÿ (£), x (t) existent pour la 
valeur choisie det, les coefficients de å, j, k tendront respectivement 
vers ¢' (t), Y (t), x’ DO quand At — 0. 


Par conséquent, dans ce cas la limite 


+ 


Ar 

At 

et est égale au vecteur o (t)i +y ()J + x’ (Dk: 
im LE @ WT ERC (OK. 


At+0o At 


existe quand At — 0 


On appelle le vecteur défini par celte dernière égalité la dérivée 
du vecteur z (tł) par rapport à la variable scalaire € On désigne la 


dérivée par le symbole e ou 7”. 
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Ainsi, 
dr : , S >: 
re POSE AE OR (2) 
ou 
dr dz dy . dz g 
— = — À Pre — k. 2 
a a SA H) 
Voyons quelle est la direction du vecteur ed 


Quand At —> 0, le point M, tend vers le point M ; la direction de 
la sécante MM, coïncide à la limite avec celle de la tangente. Par 
dr 


di est orienté suivant la tangente à 


conséquent, le vecteur dérivée 


la courbe au point M. La longueur du vecteur e? est donnée par la 
formule *) 

dr EE TT A A 

E = Vie OP + OF + x OF. (3) 


Les résultats obtenus permettent d'écrire aisément l'équation 
de la tangente à la courbe 


r = mi + yj + zk 
au point M (x, y, 2); il suffit de se rappeler que x= ẹọ (t), y=9 (t), 


z = y% (t). 
L'équation de la droite passant par le point M (z, y, z) est 


où X, Y, Z sont les coordonnées du point variable de la droite et 
m, n, p des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de 
cette droite (c'est-à-dire aux projections du vecteur unitaire de 


la droite). 
D'autre part, nous avons établi que le vecteur 
dr dz dy dz 
—=— E — — k 
dt dt + dt SE dt 


est orienté suivant la tangente. C'est pourquoi les projections de ce 
vecteur sont des nombres proportionnels aux cosinus directeurs de 


*) Nous supposerons qu'aux points considérés [5] #0 
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la tangente et, par conséquent, aux nombres m, n, p. L'équation de 
la tangente sera donc 
An Y—y Z—z 
SE (4) 


dt dt dt 
Exemple 1. Ecrire l'équation de la tangente à l'hélice 
z—acost, y—asint, z—amt 


pour £ quelconque et pour =. 


Solution. 
dz 
di 
Nous avons, d'après la formule (4) : 


= —asint, CES cos £, Sam. 


—asint acos t am 
En particulier, nous trouvons pour t= 
al? , al? n 
Lë 7 Y — D Z—am 7 
a V2 a V2 am i 
2 2 


De: même que pour une courbe plane, on appelle normale à une 
courbe gauche en un point donné la droite perpendiculaire à la tan- 
gente et passant par le point de Langence. Il existe, évidemment, une 
infinité de normales en chaque point d’une courbe gauche. Toutes 
ces normales sont situées dans le plan perpendiculaire à la tangente 
à la courbe. On appelle ce plan plan normal. 

Nous déduisons l'équation du plan normal en partant de: sa 
définition en tant que plan perpendiculaire à la tangente (4): 


at oa Moy ns Eza 
X-a Y de (5) 


Exemple 2. Former l'équation du plan normal à l'hélice au point 
correspondant à la valcur o du paramètre. 


Solution. En utilisant les résultats de l'exemple 1 et la formule (5), 


on à: 
—(x-42)+(5-< V3) 4m V3 (Z—am + =0 


ou 
—X4Y}m V2z=am ES V2. 
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Etablissons maintenant l'équation de la tangente et du plan 
normal à une courbe gauche, dans le cas d’une courbe exprimée par 
les équations: 

®, (z, y, 2) =0, (x, y, z) = 0. (6) 
Exprimons les coordonnées x, y, z de cette courbe en fonction d'un 
paramètre arbitraire t: 
ee, Hr, zy (7) 
Nous supposerons que ọ (t), % (£), x (t) sont des fonctions dériv ables 
de 1. 


En substituant dans l’équation (6) les expressions de x, y, z en 
fonction de £ pour les points de la courbe, nous trouvons deux iden- 


tités ent: 
Di lọ (4), Y (9, x (H) = 0. (8a) 
D: lẹ (9), p (£, x O1 = 0. (8b) 
En dérivant les identités (8a) et (8b) par rapport à t, nous trouvons: 
ôD, dz | O, dy | aD dz o) 
ër dt  ðy dt 6z dt ` 
GEN S 


ôx di ôy dt z dt 
Il vient de ces équations que: 
dr 00:00, Ob, äh, dy ô, 3D, di 2, 
à Aë or ay, D Si ZZ ug 


d DO 00,00, de AD, AD, AD 0e 


‘dt ôx ðy äu ðr di ðr ën y ðr 
Nous avons supposé ici que l'expression 


ôx Ou ôy Or 
mais on peut démontrer que les formules définitives (11) et (12) 
(voir plus bas) sont également valables dans le cas où cette expres- 
sion est égale à zero, et que l'un au moins des déterminants figurant 
dans ces formules est différent de zéro. 
Il vient de l'égalité (10) : 


E DEE EE DEE EE , 


ôD, ôD _ OO ët 0D:0D2 ` 2 ðD A, aD _ AD; ôO 


ôy As d: Ou 0z dr dr Oe är du dy dr 
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Par conséquent, nous pouvons, en vertu de la formule (4), mettre 
l'équation de la tangente sous la forme 


dy ôz 0z dp ðz Or ôx ds är Ou ðy dr 


ou, en nous servant des déterminants, 


X—r BE nd n y Zë | (11) 
ao, aD] jan ao] jao ao] 
ôy ôz z Oe ôx du 
DaD) jaman) (ap, 
dy d: d: ôx ôx dy 
L'équation du plan normal est alors 
aD, 2D, 60,20 20,00 
(x= a| Y 24-08 142) Nino 
3D: Oe 3D: ës Ze Gs 
dy 0z d: ôx ôx Ou 


Ces formules sont valables quand l'un au moins des déterminants 
est différent de zéro. Si en un point de la courbe les trois détermi- 
nants 

ôD D| Japan) |20,20, 


KI ôz ôx ôx du 
du Oe de Or ôx du 


s’annulent simultanément, le point considéré est appelé point sin- 
gulier de la courbe gauche. La courbe peut ne pas avoir de tangente 
en ce point, de même qu'aux points singuliers d’une courbe plane 
(voir § 20, ch. VIII). 

Exemple 3. Trouver l'équation de la tangente et du plan normal à 
la courbe Kétinie par l'intersection de la sphère z?-+y?+22—4r2 et du 
cylindre z234- y2=2ry au point M (r, r, r V2) (fig. 201). 


Solution. 
O1 (x, Y» 2)= SÉ + y3 4 z?—4r?, 
®: (z, Y, z) =z? +4 Nä Zen, 
90; 90 ` A 
CET, a SEN 
ôD: _ ôD: _ ôD: _ 
Jz = 27, ER = 2y —2r, ES =0. 
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Fig. 201 


00; 00, ` ` Ou ` 
Reg 2r, E =2r V2, 
ab, ôD — aD 
Er SE dy SN g 


L'équation du plan normal est : 
V2 —r)—(Z—r V3 =0 où V2Y—2=0. 


§ 3. Règles de dérivation des vecteurs (fonctions 


vectorielles) 
Nous avons défini la dérivée du vecteur 
r (=g (Hi +y Oj +x Ok i) 
par la relation 
D =g Dit+y (I++ xX OR. (2) 


Il résulte immédiatement de cette définition que les principales 
règles de dérivation des fonctions sont valables également pour les 
vecteurs. Nous établirons ici les formules de dérivation de la somme 
et du produit scalaire de vecteurs, et nous nous bornerons à énoncer 
les autres formules en laissant au lecteur le soin de les démontrer. 

I. La dérivée de la somme de vecteurs est égale à la somme des dérivées 
de ces vecteurs. 
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En effet, étant donnés deux vecteurs 
r (t) = pi (H) i +p (t) j+ w(t) R, } (3) 
220) = p (t) i + t2 () J+ AO 

leur somme est égale à 
ri (t) + r2 (t) = lw + p2 OI à + 
+ iha (£) + 2 (1 j + ixa (t) + x2 OIK. 

Par définition, la dérivée du vecteur variable est: 
SOEN pHi 
+ El + PVI + Daft) + Xl) k 


ou 


TRL g (D + qe 0] à + pi (0 + De (0] 5 + 


+ ixi (D + (DIE = Loi (D i +) I + xi (0 k] + [oz (9 à + 
+0 J+ xl k]= ri + r 


Par conséquent, 


de + r(t] dr, dre I 
Ces + SCH (1) 


II. La dérivée du produit scalaire de deux vecteurs est donnée par 
la formule 
d d (rir) a) ` a 
dt 
En effet, si les vecteurs zi Ee et r, (t) sont définis par les formules 
(3), leur produit scalaire est égal à 
zu (£) r2 (t) = pipe + obs + nts, 


ren UU 


C'est pourquoi 
d (rT) 
ER 
= (PiP + Pipe + XiX) + (Pipe + Vie + x) = 
= (pii + pJ + xik) (at + h2 + xk) + 


d 
+i thi a QE Ft = Pre SÉ 


= PiP + Pape + Vie Lu + XX2 + Tu = 
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Le théorème est démontré. 
Nous déduisons de la formule (II) un corollaire d'une grande 
importance. 


Corollaire. La dérivée du vecteur unitaire e (c'est-à-dire 
tel que |e | = 1) est perpendiculaire à ce vecteur. 


Démonstration. Si e est un vecteur unitaire, alors 
ee = 4. 
Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport à t: 


de de 
e—+—e—0 
dt i dt 
ou 
2e% 0. 
dt 
Donc, le produit scalaire 
de 
e—— = 0; 
dt 


cela signifie justement que le vecteur Z est perpendiculaire au 


vecteur e. 
III. Si f(t) est une fonction scalaire et r (t) une fonction vectc- 
rielle, alors la dérivée du produit f (t) -r (t) est donnée par la formule: 


dur ` af dr 
dt dt SE? dt ? E 


Démonstration. Si le vecteur r (t) est déterminé par la 
formule (1) alors 
fOrD = f (p (Då + FYI + F A y E k 
Nous obtenons d'après la formule (2): 


aae (Zor EA EE 


+(# dut A) a k= E (ei LEI Lat 


LIRC IPC ELEN 
Un Ryta) Ery. 


23—1162 
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IV. On peut sortir un facteur numérique constant de sous le signe 
de la dérivée 
d(a-r(t)) dr P 
—~ =a — F= ar (1). 
SS À (9) (IV) 
e df 
Cela découle de III, si f (t) = a = const. Par conséquent, a 0. 


V. La dérivée du produit vectoriel des vecteurs v, (t) et 1z (t) est 
déterminée par la formule 


d(ri X T2) dr, drz 
ALT TI x Ne, 
dt dt Che ER (V) 


Elle se démontre comme la formule (II). 


$ 4. Dérivées première et seconde d'un vecteur par rapport 
à la longueur de l'arc. Courbure de la courbe. Normale principale. 
Vitesse et accélération du point dans un 
mouvement curviligne 


~ 
La longueur de l'arc *) d’une courbe gauche MoA = s est définie 
de la même manière que pour une courbe plane (fig. 202). La lon- 
gueur de l'arc s varie quand le point variable À (x, y, z) se déplace 
le long de la courbe; inversement, quand s varie, les coordonnées 
z, y, z du point variable À de la cour- 

‘1 be varient. 
Par conséquent, on peut considérer 
les coordonnées x, y, z du point varia- 
ble À de la courbe comme des fonctions 
de la longueur de l'arc s: 


d NZ ZO (s), y=} (s), 2 =. K (s). 


Dans ces équations paramétriques le para- 
mètre est la longueur de l'arc s. 


y Le vecteur OA = r s'exprime de la 
manière suivante: 
5 r=p)i +p +a) k 
Fig. 202 ou 
r =r (s), (1) 


c'est-à-dire le vecteur + est une fonction de la longueur de l'arc s. 


Elucidons la signification géométrique de la dérivée Si S 


*) Voir définition de la longueur de l'arc d’une courbe plane $ 1, ch. VI 
et § 3, ch. XII. 
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Il découle de la figure 202 les égalités: 
M.A = $, AB = As, M.B = s + A, 


OA =r (s5), OB =r (s + As), 
AB = Ar = r (s + As) — r (9), 


Ar _AB 
Ae ÁB 
N avons vu, au § 2, que le vecteur D a ii Ar est dirigé 
ous avo u, 4 4 nu 
suivant la tangente à la courbe au point A dans le sens des s crois- 
sants. D'autre part, nous avons l’égalité lim AB = 1 (la limite 


du rapport de la longueur de la corde à la longueur de l'arc sous- 


tendu *)). Par conséquent, e? est un vecteur unitaire dirigé 
suivant la tangente. Désignons-le par o: 
dr 
— = 0. 2 
E | (2) 


Si le vecteur z est donné par ses projections: 
r = xi + yj + zk, 


alors 


P EN ut Ex 
GER E ETG (3) 


alaa) 
——— = 1. 
( ds di ds Li ds 
sus : EEN Gr S 
Considérons, ensuite, la dérivée seconde -—— de la fonction 


dei 


À r F DEN d k 7 
vectorielle r, c’est-à-dire la dérivée de Eé , et donnons la signification 


où 


géométrique de cette dérivée seconde. 


*) Nous avons démontré cette égalité pour les courbes planes au § 1, ch. VI. 
Elle est également vraie pour les courbes gauches r (t) = ọ (E + 4 (j+ 
+ % M si les dérivées des fonctions œ (t), db (t) et x (t) sont continues et ne 
s’annulent pas simultanément. 
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Il vient de la formule (2) que 
dr d 2j- do 


d? ds ds ` 
Par conséquent, nous devons calculer lim ad 
e Ae Aë 
D'après la figure 203, AB = As, AL = 0, BK = o + Ac. Me- 

nons du point B le vecteur BL; = ø. Il vient du triangle BKL, : 

BK = BL + LK 
ou 

o + Ao=0+ZK 
Par conséquent, L,K = Ac. Puisque la longueur du vecteur © est 


constante, 
lo |= |c + Ao |; 


il en résulte que le triangle BXL; est isocèle. L'angle Age au sommet 
de ce triangle est l'angle de rotation de la tangente à la courbe quand 
on passe du point À au point B. Il corres- 
pond donc à l'accroissement de la longueur 
de l'arc As. Il vient du triangle BKL, : 
sin Ag sin Ag | 
2 2 


LE sl Ae Ziel =? 


(car | ol = 1). 
Divisons les deux membres de cette 
égalité par As: 


jee ote ER 
Ae 3 2 | 2 A 
Asl ` As A Ae 1 
Fig. 203 ER 


Passons à la limite dans les deux membres de cette égalité, en faisant 
tendre As vers zéro. A gauche, nous trouvons: 


5 Ac do 
lim |—|—|—|. 
Ae-äl As ds 
De plus, 
sin DÉI 
lim 2 = 1, 
As—+0 A 
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puisque nous considérons des courbes pour lesquelles la limite 


lim f? existe et que, par conséquent, Ag->0 quand As— 0. 
As—0 
Ainsi, nous avons, après le passage à la limite, 


RS EN EAR Gi 
de As—>0 As 


On appelle courbure moyenne de l'arc AB de la courbe considérée le 
rapport de l'angle de rotation Ag de la tangente, quand on passe du 
point À au point B, à la valeur absolue de la longueur As de l'arc 


ao 


courbure moyenne = 


La limite de la courbure moyenne quand As —> 0 est appelée courbure 
de la courbe au point A et désignée par la lettre K: 
As 


As—0 


Mais alors il vient de l'égalité (4) que = = E, c'est-à-dire la 
longueur de la dérivée par rapport à la longueur de l'arc du vecteur 
unitaire *) de la tangente est égale à la courbure de la courbe en ce 
point. Le vecteur © étant un vecteur unitaire, la dérivée a lui est 
perpendiculaire (voir § 3, ch. IX, corollaire). 


Ainsi, le vecteur e est dirigé suivant la perpendiculaire au 
vecteur de la tangente, sa longueur est égale à la courbure en ce 


point. 
Définition. On appelle normale principale à la courbe, 
en un point donné, une droite coïncidant avec le support du vecteur 


Si . On désigne par n le vecteur unitaire de cette direction. 


La longueur du vecteur a est égale à la courbure K de la courbe, 


par conséquent, 


PR. Kn. 
ds 


+) Rappelons que la dérivée d'un vecteur est encore un vecteur, 
de sorte qu'il y a lieu de considérer la longueur de cette dérivée. 
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eege 


ET 
La quantité — est appelée rayon de courbure de cette courbe au point 


K 
donné, et on la désigne par R, c'est-à-dire $= R. On peut donc 
écrire : 
Pr de n 
Se 5 
BCE R 6) 
Il vient de cette formule: 
1 ( Ee y 
pz) (6) 


Mais 


Par conséquent, 
1 fz? |dyY dz V e 
VE ETS ` e 
R ds dei de 
La formule (6”) permet de calculer la courbure en un point quel- 
conque d'une courbe donnée par ses équations paramétriques, dont 
le paramètre est la longueur de l'arc s (c’est-à-dire quand le rayon 
vecteur du point variable de cette courbe est une fonction de la 
longueur de l'arc). . 
Considérons le cas où le rayon vecteur + est fonction d un para- 


mètre quelconque t: 
r = r (t). 


Dans ce cas, nous considérerons s comme une fonction du paramètre t. 
Le calcul de la courbure est alors effectué de la manière suivante : 


dr _ dr ds a 


Comme 


dr) _ lim LAT], Mais Ar est la corde 
ds 4s-0 | As 
sous-tendant l'arc de longueur As. C'est pourquoi e tend vers 4, quand As —> 0. 


+) Cette égalité résulte de ce que 
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aaa …—" —… —_"…"…— _"— —…" …—"—…" …"…" —"—…"…" —_—… —— …" —————————— 


Ca © 


Dérivons les deux membres de cette égalité et simplifions par 2, 
nous avons: 


alors 


dr dr _ ds de. Se 


dr dei 
ds dt ds 
dt 


en substituant l'expression trouvée pour 7 dans la formule (6), 


nous avons: 


EA 
1 Pr 1 dr de 


d dt 
ER 


E 
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Exprimons maintenant E e Es à partir des formules (8) et (9) 
en fonction des dérivées de r (t), nous avons *): 


, IST LSZ) 


EE (10) 


SEET 


La formule (10) peut être mise sous la forme **): 


[ext] 
Ki 1 — Ladt d? (11) 


“Er 


Nous avons donc établi une formule permettant le calcul de la 
courbure en tout point d’une courbe donnée par des équations para- 
métriques de paramètre quelconque. 

Si, en particulier, la courbe est plane et est située dans le plan 
Ozy, elle a pour équations paramétriques ` 


zz y=#(, z=0. 


En substituant ces expressions de x, y, z dans la formule (11), nous 
retrouvons la formule exprimant la courbure d'une courbe plane, 
donnée par des équations paramétriques, que nous avions précédem- 
ment établie (cf. ch. VI): 


Leg AOL AOIN 
{Lo (DF + y HFF” 


+) Nous ay le dénominateur de la manière suivante : 


GT-R 


Nous ne pouvons pas écrire LH, car ESI désigne le carré scalaire 


dt 
dr dr \2)35 : dr \2 
du vecteur x À IG) } désigne le cube du nombre (+ š 
, : dr \6 , 
L'expression (+ n’a pas de sens. 


++) Nous avons utilisé l'identité 
a?b3— (ab)? = (a X b)? 
que l'on vérifie aisément en la mettant sous la forme: 
a2b3— (ab cos q)? = (ab sin eg, 
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Exemple. Calculer la courbure de l'hélice 
r= ta cos t ~- Jasin t- kamt, 
en un point quelconque. 


Solution: 
Cua — tasin £+- ja cos t + kam, 
d 5 
Sp = —tacost— jasint, 
i 3 k 
Txi —asint acost am |= ta?m sin t— ja?m cos t+ ka?, 
—a cost —asint 0 


-x SEH =at ma), 


Ee cosit+aèmi= a? (1 + m3). 


1 __at(mi+1) 1 
RCAF mp CITE LL 
d'où 
R =a (1 + m?)= const. 
Nous concluons donc que le rayon de courbure de l'hélice est constant. 


Remarque. On peut toujours supposer qu ‘une courbe plane 
est située dans le plan On (Il suffit d'effectuer un changement 


d'axes de coordonnées). Dans le plan Ozy, z = 0; mais alors a = 0 


et, par conséquent, le vecteur n est également situé dans le plan Oxy. 
Une conclusion s'impose donc: la normale principale à une courbe 
plane est située dans le plan de la courbe. 

Vitesse d'un point en mouvement curvi- 
ligne. Supposons qu'à l'instant £ du temps le point mobile se 
trouve au point M déterminé par le rayon vecteur OM = r (t) 
(cf. fig. 200), et qu ‘à l'instant £ + At au point M: déterminé par le 
rayon vecteur OM, = r (t + At). Le vecteur MM, est alors appelé 
vecteur du déplacement du point. Le rapport du vecteur du déplace- 
ment MM, à l'accroissement correspondant du temps At est appelé 
vitesse moyenne du point au cours de ce laps de temps 


Le vecteur de la vitesse moyenne est également dirigé suivant la 
corde MM, (cf. fig. 200, p. 345) dans le sens du mouvement du 
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point (lors d’un mouvement rectiligne il est orienté suivant la tra- 
jectoire elle-même). 


La vitesse du point à un instant donné est définie ainsi 


Sn) E E 
at TT ato At dt ’ 


autrement dit 
r= —, (12) 


On peut dire ainsi que la vitesse du point à un instant donné est la 
dérivée première du rayon vecteur du point par rappori au temps. 

Il découle de la formule (2’) $ 2 que les projections de la vitesse 
sur les axes de coordonnées seront : 


Le module de la vitesse est déterminé d'après la formule (3) § 2 


Si l’on introduit la longueur de l'arc s, comme nous l'avons fait 
au début de ce paragraphe, et si nous considérons la longueur de 
l'arc s comme une fonction du temps #, alors la formule (12) peut 
s'écrire ainsi: 


e= a aa OD (14) 


S de ; ve 
où v = as la valeur absolue de la vitesse, ø le vecteur unitaire, 
orienté suivant la tangente dans le sens du mouvement. 


Accélération du point en mouvement 
curviligne. De même que nous l'avons défini au § 25 du 
ch. III, on appelle accélération w du point en mouvement curviligne 
la dérivée du vecteur vilesse par rapport au temps 


de 
w= —. 15 
ES (15) 
dr 
Or v = g’ Par conséquent 
w= E. (16) 
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. Si nous nous basons sur la formule (14) nous obtenons: 
dp ` d(v-0) 
d à ` 


Calculant cette dernière dérivée d’après la formule (III) $ 3, 
nous obtenons 


EA a 


Transformons la dérivée e en utilisant les formules (7) et (5): 


Portant dans l'égalité (17) nous obtenons en définitive: 
dv n 
w=—- 0+ i —. 18 
P Nee (18) 


Ici ø désigne le vecteur unitaire orienté suivant la tangente dans 
le sens du mouvement, n le vecteur unitaire orienté suivant la nor- 
male principale. 

La formule (18) peut être énoncée ainsi. 

La projection de l'accélération du point sur la tangente est égale à 
la dérivée première de la valeur absolue de la vitesse, et la prejection de 
l'accélération sur la normale principale est égale au carré de la vitesse, 
divisé par le rayon de courbure de la trajectoire au point considéré. 

Comme les vecteurs ø et n sont perpendiculaires, le module de 
l'accélération est déterminé par la formule 


ARAE] 
= — —]. 19 
A ( Faha: SS 
$ 5. Plan osculateur. Binormale. Torsion d’une courbe 
gauche 


Définition 1. On appelle plan osculateur à une courbe 
donnée au point À le plan défini par la tangente à la courbe et la 
normale principale en ce point. 

D est évident que le plan osculateur à une courbe plane coïncide 
avec le plan de cette courbe. Si la courbe n'est pas plane, les plans 
osculateurs, correspondant à deux points P et P, de la courbe, for- 
ment entre eux un angle dièdre p. Plus p est grand, plus la courbe 
diffère d’une courbe plane. Pour être plus précis, introduisons la 
définition suivante. 
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Définition 2. On appelle binormale la normale à la courbe 
perpendiculaire au plan osculateur. 

Choisissons, sur la binormale, un vecteur unitaire b et orien- 
tons-le de sorte que les vecteurs 6, n, b forment un trièdre trirectan- 
gle de même orientation que les vecteurs unitaires 4, j, k des axes 
de coordonnées (fig. 204, 205). 


k b 


d J W 


Fig. 204 Fig. 205 


Nous avons, en vertu de la définition des produits scalaire et 
vectoriel : 


=0 Xn; Dë —1. (1) 
Calculons la dérivée En vertu de la formule (V), $ 3, nous 
avons: 
00, RO RTN A dm (2) 
ds ds ds ds 
. dd nm : ' , 
Mais Z B (voir § 4), c'est pourquoi 
LA ENS EN à 
ds 
et la formule (2) peut être mise sous la forme 
2o g a (3) 
ds ds 
[l découle de la définition du produit vectoriel que le vecteur 
SG est perpendiculaire au vecteur de la tangente o. D'autre part, 
SS est perpendiculaire à b, puisque best un vecteur unitaire (voir 
$ 3, corollaire). 


db 
ds 
à D, autrement dit, colinéaire au vecteur z 


Nous concluons donc que le vecteur —- est perpendiculaire à 0 et 


8 5) PLAN OSCULATEUR. BINORMALE. TORSION 365 
Ree 


Désignons e la longueur du vecteur E , c'est-à-dire posons: 


T ds 
db | 1 
Kaka 
alors 
ds T 


On appelle $ torsion de la courbe donnée. 


L'angle dièdre p, formé par les plans osculateurs correspondant à 
deux points de la courbe, est égal à l'angle formé par les binormales. 
Nous pouvons alors écrire une formule analogue à la formule (4) 

H 


du $ 4, ch. IX: 
| db 
— m —. 
ds As>o | As 


Ainsi, la torsion de la courbe au point À est égale, en valeur absolue, 
à la limite du rapport de l'angle p, formé par les plans osculateurs 
au point À et au point voisin B, à la longueur | As | de l'arc AB 
quand As — 0. 

Si la courbe est plane, le plan osculateur ne varie pas et, 
par conséquent, la torsion est égale à zéro. 

Il résulte de la définition de la torsion que cette quantité carac- 
térise l'écart entre une courbe gauche et une courbe plane. 

La quantité 7 est appelée rayon de torsion de la courbe. Trouvons 
la formule donnant la torsion. Il vient des formules (3) et (4): 


Lis 
T ds 


Multiplions scalairement les deux membres de l'égalité par n, 


nous avons: 
SEN [o X # | e 
T 


Le second membre de cette égalité est ce que l'on appelle le produit 
dn 
ds 
pas lors de la permutation circulaire des facteurs. Comme nn = 1, 
nous pouvons mettre la dernière égalité sous la forme: 


1 dn | 
EE 


mixte de trois vecteurs n, © et . On sait que ce produit ne varie 
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ou 
1 [ ân | 
DOER x—— |. 
7 ojn (5) 
dr 


Mais comme n = R SÉ alors 


EECHER 
fée] end fet], 


le produit vectoriel d’un vecteur par lui-même étant égal à zéro, 
[ de 3 de | Wi 
dé df 


pee] 


Ainsi, 


En remarquant que o = Za en revenant à l'égalité (5), cn a 
1 > dr ef e 2r]. 
— = — R — x 6 
T da * S 


Si r est exprimé en fonction d'un paramètre arbitraire ż, on 
peut démontrer *), de la même manière que dans le paragraphe 


+) En cffet, 


"éi ds di 
md encore une fois cette égalité par rapport à t: 
ds ds dr dès dir dr ds 
moe (Se) + Ge (Gr) + 
Dérivons de nouveau la relation obtenue par rapport à t: 
dr d or dr a ds d?s d {dr \ ds dis 
"dë ds SCHEIER d d ds \ ds lé deg 
de ds dr a fr ds dès dr dis 
ds dë dé GI "de dë d "ds dë ` 
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précédent, 
arfer, dr] 
dë dë 


el 
dt 


En substituant cette expression dans la formule (6) et en rem- 
plaçant R? par son expression tirée de la formule (11), § 4, nous trou- 
vons en définitive: 

e S Gi 
áA dtldÿ d 
T Lë Pr li í 
— X — 
dt a? 


(7 


Cette formule nous permet de calculer la torsion en tout point 
d'une courbe donnée par ses équations paramétriques dans le cas 
d'un paramètre arbitraire t. 

Remarquons que les formules exprimant les dérivées des vecteurs 
o, b, n sont appelées formules de Serret-Frénet: 


do _n d_n de e b 
d Ri d "Ti d R T 


Formons ensuite le produit mixte : 
dr ( dr dër Ze 


d Lag": dë 
E de {[ dr (5) er d?s 
de LL de (T) tas T] x 


dr dër ds de dr ds 
er (gt +3- di de t ds de It. 


Développons ce produit. d’après la règle de multiplication des polynômes,. 
en omettant tous les termes dans lesquels entrent au moins deux vecteurs iden- 
en? (car lc produit mixte de trois vecteurs, dont deux sont identiques, est. 


égal à zéro); nous trouvons: 
dr (dr ` dr Z dr Pr x ae ds 
“dt \ di2 go }: ar +) E E 


EE a (EE. 


nous trouvons l'égalité cherchée. 
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La dernière d'entre elles peut être établie comme suit: 


n = bd X 5, 
dn d(bXo) db do n 
= — © = x ED EE bx —— 
ds ds EE 
1 1 
mais 


c'est pourquoi 


Exemple. Calculer la torsion de l’hélice 
-r = ta cos t -+ ja sin {+ kamt. 


Solution. 
d dèr d3 —asint acost am 
F Te xi] —acost —asint 0 |=a3m, 
asint —a cost 0 
Ze cke ST zéi L m3) (voir exemple du § 4). 


Par conséquent, 
T= ei (+ m2) a (1+-mf) 
= am — om i 


§ 6. Plan tangent et normale à une surface 
Soit 
F (x, y, z)}=0 (1) 


l'équation d'une surface. 
Introduisons les définitions suivantes. 


Définition 1. On dit qu'une droite est tangente à une sur- 
face en un point P (x, y, z) si elle est tangente à une courbe quel- 
conque tracée sur cette surface et passant par ce point. 

Puisqu'une infinité de courbes tracées sur la surface passe par 
le point P (x, y, z), il y aura également en ce point une infinité de 
tangentes à cette surface. 

Définissons les reine simples et les points singuliers d'une sur- 
face F (x, y, z) = 

On dit que le Gin M est un point singulier de la surface si les 
ôF 0F Ob 


trois dérivées — tts 


Sanpulent simultanément en ce point ou 
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si l'une au moins des dérivées n'existe pas en ce point. Le point M 
: ; e .. . OF OR 0F . 
est dit point simple si les dérivées — ,— , — existent et sont con- 
óx dp" Oz 
D H D U DH D D 
tinues on ce point et si l'une d'entre elles au moins cst différente de 
zéro. 
Enonçons le théorème suivant. 


Théorème. Toutes les droiles tan- 
gentes à la surface (1) au point simple P 
appartiennent à un même plan. 


Démonstration. Considérons sur 
la surface une courbe Z (fig. 206) passant 
par un point ? donné de la surface. Soient 


elt pré: z=x(0 (2 Fig. 206 


les équations paramétriques de cette courbe. 
La tangente à cette courbe est, par définition, une tangente à la 
surface. Les équations de cette tangente sont 


a w a 
Si l’on substitue les expressions (2) dans l'équation (1), cette 
équation devient une identité en £ puisque la courbe (2) est tracée 
sur la surface (1). Dérivons cetle identité par rapport à L nous 
avons *): 
0F dr OR dy , OF dz 


— — — + — — — 0. 3 

ae dt ae a To à Ge 

Considérons, ensuite, les vecteurs A et Co , Passant par le point P: 
Ela 0F Ela 

NE ji x 7 

CR + dy j+ ES (4) 

e Lag 6F OP Op ; Si 

Les projections Jz ' öy De de ce vecteur dépendent des coordonnées 


zx, y, Z du point P. Remarquons que ces projections ne s’annulent 


*) Nous utilisons ici la règle de dérivation des fonctions composées de 
trois variables. Cette règle eet valable dans le cas présent puisque les dérivées 
AE OF ob 


particlles Jz’ d' & sont continues par hypothèse. 


24—1162 
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pas simultanément au point P, puisque P est un point simple. C'est 


pourquoi 
EI? J ( EI? J ( EI? ) 
N|— — — — 0. 
IXI ( dr + dm F ôz i 

Le vecteur 

dr dr dy dz 

— = — À + — —k 5 

dt dt + di Í+ dt @) 


est tangent à la courbe passant par le point P et tracée sur la sur- 
face. On peut calculer les projections de ce vecteur à partir de l'équa- 
tion (2), en donnant au paramètre t la valeur qui correspond au point 


P. Calculons le produit scalaire des vecteurs N et Së il est égal 


à la somme des produits des projections 
correspondantes : 


dr _ ôF de | AE dy | Ap dz 
dt Ge dt ` ðy dt ` 67 dt 


En vertu de la formule (3), le second 
membre de cette expression est égal 
à zéro et, par conséquent, 


N——0. 
dt 


On déduit de cette égalité que le vecteur N est perpendiculaire au 


vecteur ei de la tangente à la courbe (2) au point P. La démonsira- 


tion que nous venons de donner est valable pour toute courbe (2) 
passant par le point et tracée sur la surface. Par conséquent, tou- 
tes les tangentes à cette surface au point P sont perpendiculaires à 
un même vecteur N; elles appartiennent donc toutes à un même 
plan perpendiculaire au vecteur N. Le théorème est démontré. 


Définition 2. Le plan formé par toutes les tangentes en 
un point P aux courbes tracées sur une surface et passant par ce 
point est appelé plan tangent à la surface au point P (fig. 207). 

Notons que le plan tangent peut ne pas exister si P est un point 
singulier de la surface. En de tels points, les droites tangentes à 
la surface peuvent ne pas appartenir à un plan unique. Le sommet 
d'un cône, par exemple, est un point singulier et en ce point les 
tangentes à la surface n’appartiennent pas à un plan unique (elles 
constituent précisément la surface conique). 

Formons l'équation du plan tangent à la surface (1) en un point 
simple. Ce plan étant perpendiculaire au vecteur (4), son équation 
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est de la forme 
0F ,,, 9F OF ` 
Z (x -a+ D d D (6) 
dr dy 92 


Si la surface est donnée par l'équation 


z = f (z, y) ou z — f (z, y) = 0, 
alors 


op a or A AE, 


dr dr ` dy dp | ER 
el l’équation du plan tangent est 


EL SRE CU E 
A a ne (6°) 


Remarque. Si l'on pose dans la forinule (6°) X — x = Az; 
Y — y = AN, ona 


E a Ae E À Ar: 
dr óy 


le second membre est la différentielle totale de la fonction z = 
= f (x. y). Par conséquent, Z — 2 = dz. Ainsi, la différentielle tota- 
le d'une fonction de deux variables au point M (x. y). qui correspond 
aux accroissements Ar et Ay des variables indépendantes x et y, est 
égale à l'accroissement correspondant de la cote (z) du plan tangent 
à la surface représentant le graphique de cette fonction. 


Définition 3. On appelle normale à la surface (1) en un 
point P (z, y, 2) la droite perpendiculaire au plan tangent à la 
surface en ce point (fig. 207). Formons l'équation de la normale. 
Celle-ci étant orientée suivant le vecteur N, son équation est 


"aas O oF M 
Ela 
e dy Ge 
Si l'équation de la surface est z = f (x, y) ou 
z— f(x, y) = 0. 


l'équation de la normale sera: 
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Remarque. Supposons que la surface F (x, y, z) —0 soit 
la surface de niveau pour une fonction de trois variables u (x, y, 2), 
autrement dit, 
F (z, y, z) = u (z, y, z) — C = 0. 


Il est évident que le vecteur N, défini par la formule (4), dirigé 


suivant la normale à la surface de niveau F = u (x, y, z) — C = 0, 
sera 


ĝu ĝu ðu 
c'est-à-dire 
N = grad u. 


Par cela même nous avons démontré que le gradient de la fonction 
u (x, y, 2) est dirigé suivant la normale à la surface de niveau passant 
par le point donné. 


Exemple. Former l'équation du plan tangent ct l'équation de la 
normale à la sphère z2+ y24+22=14 au point P (1, 2, 3) 


Solution. 
F (z, y, 2) =z + y3 4+ 22—14 = 0; 
ôF ôF ap 


pour z=1, y—2, z=3 nous avons: 
Ha Ela Ela 
dut ee ech 


Par conséquent, l'équation du plan tangent est : 
2(z—1)+4(y—2)+6(2—3)=0 


ou 
z+2y+ 3:—14—0. 


L'équation de la normale est 
z—1 y—2 _z—3 


Exercices 
Calculer la dérivée des vecteurs : 


{r—éctgt+farctg ft. Rép. gie — 1 


1 
sin? z tF LEO A 
2 r=iet4Ju+k Logt Rép. r'=—tet+25+ À. 


kE , j ` 2k 
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4. Trouver le vecteur de la tangente, l'équation de la tangente et l'équation 
du plan normal à la courbe r—#{+12j418k au point (3, 9, 27). 
Rép. r’—4!.6j- 27k; la tangente est GC elle 57, le plan 
normal : z+-6y-! 27z =- 786. 

5. Trouver le vecteur de la tangente, l'équation de la tangente et l'équation 
du plan normal à la courbe : Slam ++ jsin t+ sine . Rép. ei = 
— -4 isint-} + Jost4- ke: l'équation de la tangente est 
N — cos? + Y—Ż sint Z—sin -5 
EH l'équation du plan normal est 

COS — 

2 
+Xsint—Y cos Zem + zsin t— y cos t—z cos- » OÙ x, y, = sont 
les coordonnés du point de la courbe par où passe le plan normal 


; 3 t iz RE 
(c est-à-dire z= 05? -7 , Heini, z=sin 5 $ 


6. Trouver l'équation de la tangente à la courbe x—t—sint, y=1— cost, 
z- 4sin ot les cosinus directeurs de cette tangente. Rép. ZC. 

sin -> 

2 
dE Z-Z , cosa =sin? -> ; cos B— sinto; cos y= cos A. 

cos £ ct D 2 S 2 
2 ES 

7. Trouver l'équation du plan normal à la courbe z-=12—y?, y—zx à l'ori- 


gine des coordonnés. Indication. Exprimer la courbe à l’aide d’équa- 
tions paramétriques. Rép. z+ y —0. 


8. Trouver ©, n, b au point t=5 pour la courbe r= ¿(cos t4-sin? t) + 


-H jsin t (1— cos t)—k cost. Rép. gl 7 RE k); E 
b- i 3k 
Viz 


9 


Trouver l'équation de la normale principale et de la binormale à la courbe 
4 ts emm Hun 


EE zo). Ré = 
=J Ygs au po 0» Yos Sol, PT 0 1—4 — 


10. Trouver l'équation du plan osculateur à la courbe y? = z; z? = z au point 
M (1,1,1). Rép. 6z — 8y — z + 3 = 0. 

11. Trouver le rayon de courbure de la courbe donnée par les équations 

+p+ñ—4—0, z+y—z— 0. RépR— 2. 

Trouver le rayon de torsion de la courbe: r= fent sin t+ ksh è. 

Rép. T = — A t. 

13. Trouver le rayon de courbure et le rayon de torsion de la courbe r = GIE 


+ 2j. Rép. R= E LA +90, T= o. 


12 


374 APPLICATIONS DU CALCUL DIFEÉRENTIEL ICH. IX 


14. Démontrer que la courbe r= (a; + bit + c1) t + (aztè + bat + c2)j + 
+ (a3? + bst + c3) k est une courbe plane. Rép. r”=0, c'est pourquoi la 
torsion est nulle. 


15. Trouver la courbure et la torsion de la courbe z—et, y= et, z=t V2. 
2 . y V2 
Rép. La courbure est égale à CETA la torsion est CETHA 
16. Trouver la courbure et la torsion de la courbe r=etsint; y—etcost; 


2 et, la torsion et, 


z—e—t. Rép. La courbure est égale à 


x? a 2 
{7. Trouver l'équation du plan tangent à l’hyperboloïde St 
au point Lt, y1, z1). Rép. = 8 


18. Eee l'équation de la normale à la surface z2—4y2 2:36 au point 
(2, 2. 3). Rép. y+4x—10; 3r—z-=3. 


19. Trouver l'équation du plan tangent à la surface z—2:2+ 4y2 au point 
M(2, 1,12) Rép. 8r+ By 42. P 


20. Mener un plan tangent à la e z?+2y?+4.:8—1 de sorte qu'il soit 
parallèle au plan z—y+2z2—0. Rép. z—y+22= + AS 


— Ss 


Chapitre X 


INTÉGRALE INDÉFINIE 


$ 1. Primitive et intégrale indéfinie 


Nous avons étudié, au chapitre III, le problème suivant: étant 
donnée une fonction F (x), trouver sa dérivée, c’est-à-dire la fonc- 
tion f (x) = F’ (2). e 

Dans ce chapitre, nous considérerons le problème inverse: étant 
donnée une fonction f (x), trouver une fonction F (x) telle que sa 
dérivée soit égale à f (x), c’est-à-dire 


E (x) = f (2). 
Définition 1. On dit que la fonction F (x) est une primi- 


tive de la fonction f (x) sur le segment la, b] si en tout point de ce 
segment on a l'égalité F’ (x) = f (x). 


Exemple. Trouver une primitive de la fonction f (z) = z2. 
On vérifie immédiatement, d'après la définition, que la primitive cher- 


chée est F(z)=-2-. En effet, (5) = et. 


On remarque aisément que si la fonction f (x) admet une primi- 
tive, cette dernière n’est pas unique. Ainsi, dans l'exemple précé- 
dent, nous aurions pu prendre pour primitives les fonctions suivan- 


tes: F (x) = z +1; F (x) = Ta 7 ou plus généralement F (x) = 
3 3 ) 


3 
EK +C (où C est une constante arbitraire). En effet, 
(2 +c) = À. 
3 
D'autre part, on peut démontrer qu'une primitive quelconque 
de la fonction z? est nécessairement de la forme © + C. Cela résulte 
du théorème suivant. 


Théorème. Si F, (x) et F2 (x) sont deux primitives de la fonc- 
tion f (x) sur le segment la, bl, leur différence est une constante. 
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Démonstration. Nous avons, en vertu de la définition 


de la primitive: 
Fi (2) = f (3), 
Poca j Ge 


pour tout z du segment fa, bl. 


Posons 
F, (x) — F2 (x) = ọ (z). (2) 
Nous pouvons donc écrire en vertu de l'égalité (1): 
Fi (2) — Fz (2) = f (2) fil 


ou 
p (x) = IF; (x) — Fz (z)! = 0, 

pour tous les z appartenant au segment la, bl. Mais il vient de l'éga- 
lité ¢' (x) = 0 que ọ (x) est une constante. 

En effet, appliquons le théorème de Lagrange (voir § 2, ch. IV) 
3 See ei qui est continue et dérivable sur le segment 
a, bl. 

En vertu du théorème de Lagrange, pour tout x arbitraire du 
segment la, bl, on a 


ẹ (2) — ẹọ (a) = (z — a) ọ' (È), 
où a < <r. 
Mais puisque oe (£) = 0, alors 


p (x) — (a) = 0 


p (x) = ọ (0). (3) 


Ainsi, la fonction ọ (x) conserve, en tout point du segment [a, b], 
la valeur ọ (a). Elle est donc constante sur le segment la, b}. Dési- 
gnons la constante ọ (a) par C. Il vient alors des égalités (2) et (3): 


F (x) — F: (x) = C. 


ou 


Il résulte de ce théorème que si nous connaissons une primitive 
quelconque F(z) de la fonction f(x), toute autre 
primitive de cette fonction sera de la forme F (x) + C, où C est 
une constante. 

Définition 2. On appelle intégrale indéfinie de la fonction 
f(x) et on note $ f(x) dx toute expression de la forme F (x) + C, 
où F (x) est une primitive de f (x). Ainsi, par définition, 


ff@dr= F (23) +0, 
F' (x) = f (2). 


si 


H 
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De plus, f (x) est appelée fonction sous le signe somme ou fonction 
à intégrer; f(z) dx expression sous le signe somme et le signe À 
signe d'intégration ou signe « somme ». 

Ainsi, l'intégrale indéfinie représente une famille de 
fonctions y = F (x) LC 

Géométriquement, on peut considérer l'intégrale indéfinie comme 
un ensemble (une famille) de courbes telles que l’on passe de l'une 
à l'autre en effectuant une translation dans le sens positif ou néga- 
tif de l'axe Oy. 

Une question se pose naturellement : toute fonction f (x) possède- 
t-elle une primitive (et, par conséquent, une intégrale indéfinie)? 
La réponse est négative, mais toutefois remarquons, sans le démon- 
trer, que toute fonction f (x) continue sur le segment la, b] possède 
une primitive (et, par conséquent, une intégrale indéfinie). 

Le présent chapitre est consacré à l'exposé des différentes métho- 
des permettant de déterminer la primitive (et, par conséquent, 
l'intégrale indéfinie) pour certaines classes de fonctions élémentaires. 

Le processus qui permet de trouver la primitive d'une fonction 
f(x) est appelé intégration de la fonction f (x). 

Faisons la remarque suivante: à l'encontre de la dérivée qui 
pour une fonction élémentaire est toujours une fonction élémentaire, 
la primitive d'une fonction élémentaire peut ne pas s'exprimer à 
l’aide d'un nombre fini de fonctions élémentaires. Nous reviendrons 
d ailleurs à cette question à la fin de ce chapitre. 

Il vient de la définition 2 que 

1. La dérivée d'une intégrale indéfinie est égale à la fonction à 
intégrer, c'est-à-dire si E (x) = f (x), alors 


(GE dry = (F (2 +CV =t (0) (4) 


Cette égalité exprime que la dérivée d'une primitive quelconque 
est égale à la fonction à intégrer. 

2. La différentielle d'une intégrale indéfinie est égale à l'expres- 
sion sous le signe somme 


d (Í f(z) dz)= f (1) dz. (5) 
Cela découle de la formule (4). 


3. L'intégrale indéfinie de la différentielle d'une certaine fonction 
est égale à la somme de cette fonction et d’une constante arbitraire 


| dF (1) = F (2) + C. 


Il est facile de vérifier cette égalité par dérivation (la différen- 
tielle de chaque membre de l'égalité est égale à dF (x)). 
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§ 2. Table d'intégrales 


Avant d'entreprendre l'exposé des différentes méthodes d'inté- 
gration. nous donnerons une liste des primitives de certaines fonc- 
tions élémentaires. 

Cette table peut être obtenue directement à partir de la défi- 
nition 2. $ 1, ch. X et de la table des dérivées ($ 15, ch. III). (Il 
est facile de justifier tous les détails du tableau par dérivation; 
c'est-à-dire on peut vérifier que la dérivée du second membre est 
égale à la fouction à intégrer.) 

ati 


Z 
+1 


1. La dz = +C («u3 — 1). (Ici et dans les formules 
a 
suivantes C désigne une constante arbitraire.) 


d 
2. IZ Legal +C. 


3. fsin x dx = — cosx + C. 
4. f coszdz= sin x +C. 


5. f S =tgz +C. 


cos T 


6. f _ = —ctgz+cC. 
Sinz 


7. | tgzdr= — Loglcos z| + C. 
À fctgzdr—Loglsinz|+C. 
9. Jett, 

10. fa“dr= 


Log a 


dr 
11. = S 
ee arctgz+C 


dx 1 z 
IEN ~ = — arctg—+C 
Eeer dag 
dr 1 a+ z 
12 = — Log | —— C: 
Eeer 2a S a—x + 
13. f Le = arcsinz LC 


Vi 
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E 
= arc sin — +C. 
a 


dr 
ias Ee 
f V o Lz 

lz 
i e 
ee 


Remarque. Dans la table des dérivées ($ 15, ch. III) les 
formules correspondant aux formules 7, 8, 11’, 12, 13° et 14 man- 
quent. Il est toutefois facile de les justifier par dérivation. 

Dans le cas de la formule 7, nous avons: 


= Log |r +V + a|+cC. 


(— Loglcosz|) = RP 
COS Z 
par conséquent, Í tg x dr = — Log | cos z | + C. 
Dans le cas de la formule 8, 
(Log |sin xl) = coss = CIS z, 


par conséquent, | ctg x dr = Log | sin z | + C. 
Dans le cas de la formule 12, 


(Los nn 
2a a—zx 


1 1 1 1 
+ SE 


e 4 A 
) = — [Log] a + z| — Log |a — z |f = 
2a 


par conséquent, 


dr _ í la+zx 
Ee heel be 


Remarquons que cette dernière formule découle également des 
résultats généraux du $ 9, ch. X. 
Dans le cas de la formule 14, 


(Logiz + Vr + al) = 
el? Ale 
r HV a V + a? + 


par conséquent, 


f dx 
Vta 


Cette formule découle également des résultats généraux du § 10. 


+c. 


es Lëlz VŽ +| +C. 
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On pourrait justifier d’une manière analogue les formules 11” 
et 13”. Remarquons. toutefois. qu'elles sont une conséquence immé- 
diate des formules 11 ct 13 que nous établirons plus loin (voir § 4, 
exemples 3 et 4). 


$ 3. Quelques propriétés de l'intégrale indéfinie 


Théorème 1. L'intégrale indéfinie de la somme algébrique 
de deux ou plusieurs fonctions est égale à la somme algébrique de leurs 
intégrales 

Ji + fe dr = À ji (2) de + | fa (2) dx. (1) 
Dérivons les deux membres de cette égalité. En vertu de l’éga- 
lité (4) du paragraphe précédent, nous pouvons écrire: 
GO + de) = fi) Liste) 
(f f(a) dx + Ÿ f(a) de) = 
= (f Go de) + ($ h (2) de) = fi (2) + fa (2). 
Ainsi. la dérivée du premier membre de légalité (1) est égale à la 
dérivée du second membre, c'est-à-dire la dérivée d'une primitive 
quelconque du second membre est égale à la dérivée d'nne fonction 
arbitraire figurant à droite. Il en résulte. en vertu du théorème du 
§ 1. ch. X, que toute fonction dn premier membre de l'égalité (1) 


ne diffère de toute fonction du second membre que par une constante. 
C'est dans ce sens que l'égalité (1) doit être comprise. 


Théorème 2. On peut sortir nn facteur constant de sous le 
signe somme, c'est-à-dire si a = const, alors 
| af (x) dx = a | f(x) dz. (2) 


On justifie cette égalité en dérivant les deux membres: 
(| af (1) dx) = af (2), 
(G lr dr)—a d f (2) dx) = af (x). 


Les dérivées de ces deux membres sont égales; par conséquent, 
la différence des fonctions figurant à gauche et à droite est constante. 
L'égalité (2) doit être comprise dans ce sens. 

Au cours du calcul des intégrales indéfinies, il est parfois utile 
de se rappeler les règles suivantes : 


Si 
Lrtaide = Ei +C, 


alors 


Í f (az) dz = i F (ax) +C. (3) 
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En effet, en dérivant les deux membres de l'égalité (3), nous 
avons: 
d / (ax) ds) = f (aa), 
1 4 , 4 
E ziel Ufall, F Lol e F Lal f (ar). 


Les dérivées de ces deux membres sont égales, c.q.f.d. 


Si 
ff@ar= Pia LC 
alors 
f(x 4- b)dz= F (z +b) +C. (4) 
III. Si 
JI @ dr =F (3) LC 
alors 


filaz + D dr= Eise +8) +C. (5) 


On démontre également les égalités (4) et (5) en dérivant les 
deux membres. 


Exemple 1. 
| (2z3—3sinz-+5 Vz) dr= | 218 dr — 


1 
— | 3sin zdz + (5 Vz dr=2 | z9dz—3 Í sin zdz+5 Í z? dz = 


1 


27! 
2 —3(— cos #)+5 + +C= = 52448008 st 0 GANG 
+1 
Exemple 2. 


1 
(= p tgp t F) esfe éen 


1 5 
Hn 4 er cr! 
Foy + 
-5+ —3 +1 +1 


+5 Sie et [adem 3 


Jg SZ CS VI+ {ayz 
Exemple 3. 


dz 
[== Loglr+314+C. 
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Exemple 4. 
| cos jede $sin 7z4C. 


Exemple 5. 
§ sin (2:— 0) de= —+ cos (2:—6)4-C. 


$ 4. Intégration par changement de variable 
Soit à calculer l'intégrale 


ff) dz; 
bien que nous ne sachions pas calculer directeinent la primitive de 
la fonction f (x), nous savons qu'elle existe. 
Effectuons dans cette intégrale le changement de variable 
z = Q (t), (1) 
où œ (t) est une fonction continue, ainsi que sa dérivée, et admet 
une fonction inverse. Alors dz = q” (t) dt; démontrons que dans 
ce cas l'égalité 


f F(z) da= | flo (Dlg (t) dt (2) 
est satisfaite. 


On sous-entend ici que la variable { sera remplace après inté- 
gration du second membre par son expression en fonction de z tirée 
de (1). 
Pour justifier l'égalité (2) en ce sens, il suffit de montrer que 
les deux quantités considérées dont chacune n’est définie qu 'à une 
constante arbitraire près ont la même dérivée par rapport à z. La 
dérivée du premier membre est 

(ROLL) 
Nous dérivons le second membre par rapport à z en tenant compte 
que £ est une fonction de z. Il vient de l'égalité (1) que d = g (t) 


et, en vertu de la règle de dérivation des fonctions inverses, 
dt 1 
dz (i) 
Nous avons, par conséquent : 


(f io (Dlo ärt (lee di == 


= (le tüle Zen Zletol-— ra, 
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Les dérivées par rapport à x des deux membres de l'égalité (2) sont 
donc égales, c.q.f.d. 
La fonction z = ọ (t) doit être choisie de manière que l’on sache 
calculer l'intégrale indéfinie figurant à droite de l'égalité (2). 
Remarque. Il est parfois préférable de choisir le changement 
de variable sous la forme t = 4p (x) au lieu de x = ọ (t). Montrons-le 
sur un exemple. Proposons-nous de calculer une intégrale de la 


forme 

Rog (z) dz 

yp (2) 

Il est ici commode de poser 

Ÿ (z) = 
alors 

p (x) dx = dt, 
Kee EE 


Donnons, comme application de ce qui précède, quelques exem- 
ples d'intégration par changement de variable. 


Exemple 1. f V/sin z cos z dr — ? Effoctuons le changement de varia- 


ble t—sinz; alors dt—coszdx et, par conséquent, | Vsinzcoszdr— 
J 


1 3 
=f Via=f da- Lë sin?r+C. 
xdr 
Exemple 2. Eer E Posons t={1-}z3; alors dt=2rdz et 
zdz dt 14 1 
Dra” E 
dr z 
Exemple 3. Fora al 3 Posons t=—; alors dr= 


NE) 


dz 1 adt 1 dt 1 1 z 
=adt, aa ang f A Taa pragen tet iC g aretgo HO. 
dz 1 dz z 
Exemple 4. ee Was Posons = -7 ; 
a 


alors = =a Se 
adt me 


Ke = Er = VIS ` 


(nous supposons ici que a > 0). 


= arc sin t+C—arcsin Z +C 
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On démontre dans les exemples 3 et 4 les formules 11’ et 13° de la 
table d'intégrales (voir plus haut. § 2). 


Exemple 5. f (Logas =? Posons t--Logz; alors dÉ 


4 
L (Log 2) 2- f mé + C= (Log z)t -4 c. 


` 


zdz ie 
emm Veit 2. 
Exemple 6. f 1-2 =? Posons t—z2: alors dt —2r dx, f I z 
1 dt 4 1 
= — me me E mm 2 
Wi f Te gante! HC = -7 arctga? C. 


La méthode d'intégration par changement de variable est l'une 
des méthodes les plus importantes de calcul des intégrales indéfinies. 
Même quand nous employons une autre méthode, il arrive très 
souvent que l'on doit effectuer un changement de variable pendant 
les calculs intermédiaires. Le succès de l’intégration dépend fré- 
quemment de notre habileté à choisir le changement de variable 
approprié qui simplifiera les calculs. C'est pourquoi l'étude des 
méthodes d'intégration se ramène à la détermination du changement 
de variable à effectuer pour intégrer une fonction donnée. Le pré- 
sent chapitre est consacré en grande partie à la résolution de cette 
tâche. 


$ 5. Intégration de certaines expressions contenant 
le trinôme ax? + Lx + c 


I. Considérons l'intégrale 


EE R 


af +bz+ce 


Transformons tout d'abord le dénominateur en le mettant sous la 
forme d'une somme ou d'une différence de carrés 


at etecselëi Let Zl- 
b b\ e CEV 
leegen EI 5 18 


TEE EEN 


où on a posé 
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On prendra le signe plus ou le signe moins suivant que le signe du 
premier membre de la relation précédente est positif ou négatif, 
c’est-à-dire suivant que les racines du trinôme az? + bx + c sont 
complexes ou réelles. 

L'intégrale 7, peut donc être mise sous la forme 


DEL 
SRE 


Effectuons un changement de variable en posant 


b 
x + SE t, dx— dt 
Nous avons alors 
1 dt 
Je |=. 
a f nae E 
C'est justement les intégrales 11’ et 12 de la table 


Exemple 1. Soit à calculer l'intégrale 
dr 
Laera: 
Solution. 
272+8z+20 2 + 22+47+10 
adi iz Se 
LK ESCSSCESIESCHC à (+2) +6 * 


Faisons le changement de variable z-}2=t, dr—dt. Après substitution 
dans /, nous retrouvons une intégrale de la table d'intégrales 


1 dt 1 1 t 


Remplaçons £ par son expression en fonction de z, nous avons en définitive: 


I= VS arc tg SS +C. 
II. Considérons une intégrale d'un type plus général 
L= Ar+B 
a + br4c 
Mettons la fonction à intégrer sous la forme suivante 
Zë äre 
LE PP << ee", 


af + br+c af + br+e 
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Cette intégrale peut être mise sous la forme d'une somme de deux 
intégrales et, en sortant les facteurs constants de sous le signe somme, 
nous avons: 


_AÇ_2er+b Pie 
Lu ST de + (8 2a Ve 


La seconde intégrale est justement JI, que nous savons calculer. 
Effectuons un changement de variable dans la première intégrale 


en posant 
aè + bz +c—=t1, (2ax + b) dx = dt. 
Par conséquent, 
EAE L j Logli + = Loglad + be + el + C. 
Nous avons donc en définitive: 
= À Log|axt+ br Lei OECD 
2a 2a J E 
Exemple 2. Soit à calculer l'intégrale 
E ET 


Utilisons le procédé que nous venons d'indiquer : 


DE? 243 A spatz, 


—2r—5 z3—2z— 5 
1 2x — 2) dz dz 
ECES Bebe (= SI 


= tele Vo eai 
+4f ES TESCH Log |13— 2r —5] +2 -= 7 s el ore dÉ? 


III. Considérons l'intégrale 
dr 
Var +bz +c 
A l'aide du changement de variable indiqué au point I de ce para- 
graphe, on ramène cette intégrale suivant le signe de a soit à une 


intégrale du type 
dt 


Ck 
dans le cas où a œ> 0, soit à une intégrale du type 
f dt 
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dans le cas où a < 0; ces deux intégrales figurent dans la table 
d'intégrales (voir les formules 13° et 14). 
IV. L'intégrale 


f Az+B dx 
Vač + br+e 


peut être calculée à l'aide de transformations analogues à celles 
considérées au point II: 


Ab 
p AE g Zëcugcle ZS) 
Va Lbete Var + bx+c 
A 2ax + b ( dz 
D GE E E =, 
2a ` Va Lbete D ees 


Effectuons dans la première intégrale un changement de variable, 
en posant 


a + bz + c =t, (2ax + b) dr = dt, 
nous avons: 
Ce A aA Car toa = =2VI+C=2 Var + br+tce+cC. 
Var + bz + ce 
La seconde intégrale a e été calculée au point III. 
Exemple 3. 
5 
f 5243 Ta {27 +4) + (3—10) 
Le LAe 110 VsëtAetI0 
-5 Ven” (z+2)? +6 
=5V24+47+10—7Log|z+2+ VF] +C— 
=5 V22F 4z 4 10—7 Log|z+2+ V23-F4r + 10[+C. 


$ 6. Intégration par parties 


Si u et v désignent deux fonctions dérivables de x, on sait que la 
différentielle du produit uv est : 


d (uv) = u dv + v du. 
En intégrant, on trouve: 
uv = f udv + f v du 
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ou 
f udv=uv — leën, (1) 
C'est ce que l'on appelle la formule d'intégration par parties. On 
utilise généralement cette formule pour l'intégration des expres- 
sions pouvant être mises sous forme de produit de deux facteurs u 
et dv, tels que la recherche de la fonction v à partir de sa différentielle 
dv et le calcul de l'intégrale | vdu constituent un problème plus 
simple que le calcul direct de l'intégrale | u dv. L'habileté requise 
pour effectuer un choix judicieux des deux facteurs u et dv nécessite 
une certaine expérience que l’on acquiert par la résolution des exerci- 
ces. Nous indiquerons sur des exemples comment il faut procéder 
en pareil cas. 
Exemple 1. Soit à calculer f rsinzdr. Posons 
u=z, dv=sinzdr; 
alors 
du=dz, vma — COS T. 
Par conséquent, 
f zsin z dz = —z cos E ) cos z dr == —z cos z + sin z+C. 


Remarque. Quand nous déterminons v à partir de sa dif- 
férentielle dv, nous pouvons prendre une constante arbitraire, puis- 
qu'elle ne figure pas dans le résultat final (ce qui est facile de véri- 
fier en remplaçant dans l'égalité (1) v par v + C). C'est pourquoi 
il est préférable de choisir cette constante égale à zéro. 

La méthode d'intégration par parties s'emploie fréquemment. 
Par exemple, on peut calculer à l’aide de cette méthode les inté- 


grales de la forme 
f z" sin az dz, | x! cos az dr, 
f z"e™ dr, f x" Log x dr, 


ainsi que d'autres intégrales dans lesquelles entrent les fonctions 
trigonométriques inverses. 
Exemple 2. Soit à calculer Í arc tg zdz. Posons uæarctgz, dv=dz; 


dz 
alors du = (ES v=—z. Par conséquent, 


f arc tg z dr=zarc tgz— $ Ee adden tgz—4 Logl1+2%|-+C. 


Exemple 3. Soit à calculer | zte*dz. Posons u==21, du=e* dr ; alors 
du=2z dz, v= e", 
| z3 drames 2 | ze dz. 
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Appliquons de nouveau à cette dernière intégrale la méthode d'intégration 
par parties, en posant : 

=, du =dr, 

d=édr, Disse, 
Alors 

f rer dr=ze®— | ex dr=ze*—e*+C. 
Nous avons en définitive : 
f ster de = äer 3 Lee ex) Le — 2rex + 2e® + C— ex (22 — 23 +2) +C. 
Exemple A Soit à calculer Ẹ (x%+7z—5)cos2rdr. Posons u—z1+ 
+7z—5, du= cos 2r dz; alors 
du=(2r+ mé, v=, 


2z si 2? Ae 


f (2+ 7z—5) cos 2z dz = (z214+7z—5) 


— f (2+7) 
Appliquons la méthode d'intégration par ss à cette je intégrale 
en posant Au HIT , dv; =sin 2r dz ; alors 


c 
duų=dr, mr 


CAK 2:47 cos 2z ER 
Æ sin 2 dr (292 1) TË 
E ne A6 
D'où en définitive : 
$ (t+ 725) cos 2e da= (21+ Ta — 5) IE + (204 UE HUE 0. 


Exemple 5. I= f| Vat—zîdz=? 


Multiplions et divisons la fonction à intégrer par 1/33 — z3: 


4 PE Se dz = Sé: č _ 
[vean aa eaa dk 
: zdr 
Be Zeg peer A 
Appliquens à cette intégrale la méthode d'intégration par parties, en 
u=z, du=dr, 
dv= zd ` v= — aî— r? D 
Va" á | 
alors 
z3 dr zdz 
|= eg leaa = Vai Valz? dz. 
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En substituant ce résultat dans l'expression que nous avons obtenue plus 
haut pour l'intégrale recherchée, nous trouvons 


Va? — zr? dr = a? arc sin 2 Ae Vai—zi—( Ve z? dz. 


En effectuant certaines transformations élémentaires évidentes, nous avons 
en définitive : 


f Va de arcsin +i Va?— z? | C. 


Exemple 6. Calculer les intégrales 
I= | eo* cosbz dz et Iz= | eo% sin be dz. 


En appliquant la méthode d'intégration par parties à la première intégrale, 


ona: 
Hz ED, du zs GEO dz, 


dv = cos bz dx, v= + sinke, 
f ex cos ba de = ez sin br — À f eo” sin bx dz. 


Appliquons de nouveau la méthode d'intégration par parties à cette der- 
nière intégrale : 


u=60%, du=ae9* dx, 


dw =sin bz dz, v= — À cos bz, 


f eax sin bz de — — -+ eo% cos bz 4 Z | eax cos bz dz. 


Substituons l'expression obtenue dans l'égalité précédente, nous avons : 


1 À a a? 
f enz cos bz dz = e0* sin br + 60% cos bz — te f eo% cos be dz. 


Nous déduisons 7; de cette égalité : 
(1+5) [ eax cos bz dz = eaz ($ sinéz -jr ot) +C (+ À 


d'où 
eax (b sin bz -+ a cos bz) 
I= | ea cos bz der — ayp +O 
On trouve de même : EET 
o ex (a sin bz — b cos bx) 
Iz= | eran be d= — EE 


$ 7. Fractions rationnelles. 
Fractions rationnelles élémentaires et leur intégration 


Comme nous allons le voir, ce ne sont pas toutes les fonctions 
élémentaires qui .s'intègrent à l'aide de fonctions élémentaires. 
C'est pourquoi il est très important de définir les classes de fonctions 
dont les intégrales peuvent être exprimées à l’aide de fonctions élé- 
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mentaires. Parmi ces classes, la plus simple est celle des fonctions 
rationnelles. 

Toute fonction rationnelle peut être mise sous forme de fraction 
rationnelle, c’est-à-dire sous forme de quotient de deux polynômes: 


QC) _ Bot" + Ba" +... +Bm 

ri A+ At +... +4, 
Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que ces poly- 
nômes n'ont pas de racines communes. 

Si le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur, 
on dit alors que la fraction est régulière, dans le cas contraire on dit 
qu'elle est irrégulière. 

Si la fraction est irrégulière, en divisant le numérateur par le 
dénominateur (suivant la règle de division des polynômes), on peut 
représenter la fraction initiale comme la somme d’un polynôme et 
d'une fraction régulière : 


OP mw EO 
ra OHT 
F (2) 
Ta 


zt—3 
z342 4+1 
une fraction rationnelle irrégulière. 


Divisons le numérateur par le dénominateur (suivant la règle de divi- 
sion des polynômes), nous avons : 


où M (x) est un polynôme et une fraction régulière. 


Exemple 1. Soit 


zt—3 4z—6 
Ee Val pr 


L'intégration des polynômes ne présentant aucune difficulté, no- 
tre tâche consiste donc à intégrer les fractions rationnelles régulières. 


Définition. Les fractions rationnelles régulières du type: 
I. a e 

ET? 

A 8 SE 

I. ———— (k est un nombre entier positif > 2), 

(x — a) 

Az +B 

a + pr + 


P? 
c'est-à-dire Ge g<0), 


HI. (les racines du dénominateur sont complexes, 
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Az +B 
(è + pt +q) 


minateur sont complexes), 
sont appelées respectivement éléments simples des types 1, II, III et IV. 
Nous démontrerons au paragraphe 8 que toute fraction rationnelle 
peut être mise sous forme de la somme d'éléments simples. Pour cette 
raison, nous considérerons d’abord les intégrales des éléments simples. 
L'intégration des éléments simples des types 1, II et III ne pré- 
sente pas de grandes difficultés, c’est pourquoi nous les intégrons 
sans donner d'explications détaillées : 


(kest un entier positif > 2; les racines du déno- 


=h dr — 


kel A di A 


EE 
SR —k+1 EE) 


4 @z+n+(8-—42) 


+ pr +g +p +g 


Ze +p ( 4p) dx 
SS dz- Í| B — ee 
SE i e 


EE (8-4) x 


dr A 
lass Leg + pr + gl + 


arc tg Ze. +C (voir $ 5). 
L'intégration des éléments simples du type IV est liée à des cal- 
culs plus compliqués. Soit à calculer une intégrale: 
f Act P 
GtLpsta 
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Effectuons les transformations : 


Ler:+n+(z-42) 


Le RERO RE Ee 
S +pz +9)" (+ pz +9) 

KEE ZER Aetlp Æ) — de 

eege +( Er 


La Deeg intégrale peut être calculée par un changement de 
variable en posant z? + pr + q = t; (2x + p) dr = dt: 
cht 


E EE EE : 
dere degen SE SE 
EE 


KENETET 
Appelons J, la seconde intégrale et mettons-la sous la forme 
f AER EEN. 
(F+ px +9) 
EE = 
= 2 2 TR 2 2k ? 
(CRE) 


où l'on a posé 
2 


si Sch dr = dt, a m? 
(par hypothèse, les racines du dénominateur sont complexes et, par 
conséquent, q — p >0). 
Procédons ensuite p à ue suivante : 


pe 22 1 éme + m°) — Eu 
F+ Fr (P Lett 
1 fe 
sl ip ` 
Transformons cette dernière intégrale : 
f Êdt a tetdt 
Greff (my 


iç AË LL. EESE ANE 
2 j: (pma ss) 
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En intégrant par parties, nous trouvons: 


serres ete | 


EH) ml gtt" "gie" 


Substituant cette GE dans l'égalité nous avons: 


I= f =4 j Te pak- + 


FAT GER 


= 1 1 sine een _ f + | = 
m2 (1) LÉ m Pt Em 

t + 2k 3 f dt 

Om (k—1) (Èm me —1) (Em 
L'intégrale qui figure dans le second membre est du même type que 
Tr à cette différence que le degré du dénominateur de la fonction à 
intégrer est inférieur d’une unité (k — 1); nous avons donc expri- 
mé Ik en fonction de Iki. 

En appliquant successivement ce procédé, on arrive à l'intégrale 


connue: 
dt 1 t 
I, — —— = — arct — C. 
de Cpm m TT 


En remplaçant ensuite ż et m par leurs expressions correspondan- 
tes en fonction de z, on obtient l'expression de l'intégrale IV en 
fonction de x, A, B, p, g 


Exemple 2. 
z—1 $ (2+2) (—1—1) 


l araryan fer 
Se 2r+2 dr E 
Sleeve 

E ER, 2t 2 
287219 lez 

Posons dans cette dernière intégrale z }1=t: 

dz 


e d (+2 
Serra S E ue zÍ ES 


Rate 
t3 dt 


7 -z zÍ WF; 


SEN a t 2 zS E d Za arc tg 7 
Considérons maintenant cette dernière intégrale : 
dt _ 1 p td(8+2) Lu 
| -qaa (024-2)? a (F2 2 f ta =) - 
1 dt t 1 t 
rats) A zera trs BVa 
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(il est inutile d'ajouter une constante arbitraire ; nous l’écrirons dans l'ex- 
pression définitive). Par conséquent, 
dr 


Tess" 
CES) z+1 1 gah 
Ty RE E GR Fate cl 
Nous avons en définitive : 
z—1 E x+2 V2 z+1 
are pas 7e a ete +0 


$ 8. Décomposition des fractions rationnelles 
en éléments simples 


Démontrons que toute fraction rationnelle régulière peut être 
mise, et cela d’une seule manière, sous la forme d’une somme d'élé- 
ments simples. 

Soit 

F (2) 
F(z) 
une fraction rationnelle régulière. 

Nous supposerons que les coefficients des polynômes qui la com- 
posent sont réels et qu’en outre la fraction est irréductible (c’est-à- 
dire que le numérateur et le dénominateur n’ont pas de racines 
communes). 


Théorème 1. Soit x = a une racine multiple d'ordre k du 
dénominateur, c'est-à-dire f (x) = (x — obt (z), où fil) 0 


(voir § 6, ch. VII); la fraction régulière Fa 
en une somme de deux fractions régulières de la manière suivante: 
F(z) ` A Fi (2) 
Il (=at @— "fi ' 


où le coefficient A est différent de zéro et F, (x) est un polynôme de degré 
inférieur à celui du dénominateur (x — a)*-1f, (x). 


a peut alors se décomposer 


(1) 


Démonstration. Ecrivons l'identité 
Zi __A4_, Ea — Aha) 
f(z) (z—a" (z—a"f(zx) 


(celle-ci a lieu quel que soit A) et déterminons A de sorte que le 
polynôme F (z) — Af, (x) soit divisible par z — a. En vertu du théo- 


(2) 
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rème de Bézout, il faut et il suffit que l'égalité. 
F (a) — Ah (a) = 0 

soit vérifiée. Comme f; (a) = 0, F (a) 0, on peut déterminer A 
d'une manière univoque à partir de cette égalité avec 

— Zil 

5 fı (a) | 

Pour un tel À nous avons: 
F (2) — Afı (z) = (z — a) F; (2), 


où F, (x) est un polynôme de degré inférieur à celui du polynôme 
(z — a)1f, (2). Simplifions la fraction dans la formule (2) en divi- 
sant le numérateur et le dénominateur par (x — a). Nous trouvons 
alors l'égalité cherchée (1). 


Corollaire. On peut appliquer un raisonnement analogue 
à la fraction rationnelle régulière 


Fi (2) 
(z — a)" fi (x) 


qui entre dans la composition de l'égalité (1). Ainsi, si le dénomina- 
teur de la fraction a une racine multiple x = a d'ordre k, on peut 
écrire : 


Ei A Gr Ans, Fa(x) 
De ea et To io 
ù Fr (2) est une fraction régulière irréductible. On peut appliquer 


t 
le théorème que nous venons de démontrer à cette nouvelle fraction 
si fı (z) a d’autres racines réelles. 

Etudions maintenant le cas où le dénominateur a des racines 
complexes. Rappelons tout d'abord que les racines complexes d'un 
polynôme à coefficients réels sont conjuguées deux à deux (voir 
$ 8, ch. VII). 

Dans la décomposition du polynôme en facteurs réels, à chaque 
couple de racines conjuguées correspond ung expression de la forme 
E +pr + g; si les racines complexes conjuguées sont multiples 
d'ordre p, l'expression correspondante sera (2? + pr + q)”. 


Théorème 2. Si f (x) = (2 + px + q)! qu (x), où le poly- 
nôme Qı (x) n'est pas divisible par x? + px + q, la fraction rationnelle 


F(x 
f (2) 


régulière peut être représentée par la somme de deux fractions 
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régulières de la manière suivante 
rm. Weih, D o 
TG Ginet (+ prta)" ei 
où Q; (x) est un polynôme de degré inférieur à celui du polynôme 
+ pz + g)" qı (1). 


Démonstration. Ecrivons l'identité 


Fa) _ F (2) e 
Tt (F+ pr +g" pr 
Mzr+N Fa Oste (4) 


Ginet  (+pr+o" (x) 
qui a lieu quels que soient M et N. Déterminons M et N de sorte que 
le polynôme F (x) — (Mx + N) Q; (x) soit divisible par z? + px + 
+ q. Pour cela il faut et il suffit que l équation 

F (z) — (Mz + N) qı (x) = 0 
ait les mêmes racines œ + if que le polynôme z? + px + q. Par 
conséquent, 
F (œ + if) — IM (a + if) + NI qu (a + if) = 0 


ou 
; F (a + ip) 
M (a + ib) + N = — m. 
Pı (œ + ip) 
ais re est un nombre complexe, bien déterminé, que l'on 
peut mettre sous la forme K + iL, où K et L sont des nombres réels. 
Ainsi, 
M @ +ib +N ss EE: 
d'où 
Ma+N=K, MB=L 
ou 
M= L , N= KB — La : 
B B 


Si l’on choisit les coefficients M et N de cette manière, le poly- 
nôme F (x) — (Mz + N) qi (x) aura pour racine œa + if et, par 
conséquent, la racine conjuguée œ — if. Ainsi, ce polynôme se divise 
exactement par z — (a + if) et x — (æ — if), et, par conséquent, 
par leur produit, c'est-à-dire par x? + pr + q. En désignant le quo- 
tient de cette division par O (z), nous trouvons: 


F (x) — (Mz + N) qı (z) = (2° + pz + q) Di (x). 
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En simplifiant par z? + pr + q la dernière fraction de l'égalité (4), 
nous en déduisons l'égalité (3), et il est clair que di (x) est un poly- 
nôme de degré inférieur à celui du dénominateur, c.q.f.d. 

En appliquant les théorèmes 1 et 2 à la fraction régulière GË e 
on détermine tous les éléments simples correspondant aux racines du 
dénominateur f (x). Nous pouvons donc énoncer la proposition sui- 
vante. 

Si 

f (x) = Ee ... (1 — 6)8 Gi + pr Lon... 
. (@ + lz tan, 
la fraction EI peut être décomposée de la manière suivante: 
Il ei fei ze 


se CET 


Mz+N Mix + Ni Di (5) 
(+per +g" (é+pz+ 9" " 
Mu + Nyi Pz+Q 


P+pr+q dé ENEE 


Pix LO dE, EE Qv-1 
(+ ix+ 9)" P+irts 


On peut déterminer les coefficients À, 41, ..., B, Bi, ... en 
tenant compte des considérations suivantes. L'égalité (5) est une 
identité, par conséquent, si nous réduisons ces fractions au même 
dénominateur, nous aurons aux numérateurs à droite et à gauche des 
polynômes identiquement égaux. En égalant les coefficients des mê- 
mes puissances de x, nous trouvons un système FA est pour 
déterminer les coefficients inconnus À, An, ..., B, Dai 

Cette méthode de recherche des coefficients est appelée méthode 
des coefficients indéterminés. 

Nous pouvons également déterminer ces coefficients en tenant 
compte de la remarque suivante: les polynômes que l’on obtient à 
droite et à gauche de l'égalité -après réduction des fractions au même 
dénominateur doivent être identiquement égaux, par conséquent, 
les valeurs de ces polynômes sont égales quelle que soit la valeur de 
x. En donnant à x certaines valeurs concrètes, nous obtenons les 
équations nécessaires pour déterminer les coefficients. 


Soch 


+ 
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Ainsi, nous avons démontré que toute fraction rationnelle régu- 
lière peut être mise sous la forme d une somme d'éléments simples. 


g : z3-}-2 
Exemple. Soit à décomposer la fraction GTiPa—2 


simples. En vertu de la formule (5) nous avons: 
PR À jh EE 
(z +1)8(2—2) (21133 (z H41} "sti z—2 
Mettons les fractions au dénominateur commun et égalons les numérateurs. 
Nous trouvons: 


at 2 =A (z — 2) + A1 (z+ 1) (z — 2) + Aa (z+ 1)? (z — 2) + B (3+4) (6) 
ou 
z? + 2 = (A2 + B) z3 + (4, + 3B) x? + (A — A, — 34, + 3B) z + 
+ (—2A — 2A, — 24, + B). 
En égalant les coefficients de z3, z3, z1, 20, nous trouvons un système d'équa- 
tions pour déterminer les coefficients: 
0—4,;+8B, 
1 — À, + 3B, 
0 = À — À; — 34, + 3B, 
= —2A — 2A, — 24, + B. 


La résolution de ce système donne: 


en éléments 


dit At: Aë 8-2. 

On aurait pu également déterminer certains coefficients à partir des équa- 
tions que l'on obtient de l'égalité (6) qui est une identité en z, en donnant 
à la variable z certaines valeurs particulières. 

Ainsi, posons z — —{, nous trouvons 3 = —3A ou A = —1; posons 


xz = 2, nous trouvons 6 =- 27B; B = 2 . Si nous ajoutons à ces deux équations 


deux autres obtenues en égalant les coefficients de mêmes puissances de z, 
nous aurons quatre équations à quatre inconnues pour déterminer les coefli- 
cients. Nous avons en définitive la décomposition : 
ere EE ra" ne 
Gigs (z114 * 3+1  9(2+1) * 9(z—2) ? 


$ 9. Intégration des fractions rationnelles 


Soit à calculer l'intégrale de la fraction rationnelle ue. c'est-à- 
dire l'intégrale 
f Q (z) dz. 
ICH 


Si la fraction donnée est irrégulière, nous la mettons sous la 
forme d'une somme d'un polynôme M (x) et d'une fraction ration- 
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nelle régulière 


TO 
F (2) 


tion 7 sous la forme d'une somme d'élémentssimples 


) (voir $ 7). Nous mettons ensuite la frac- 


(voir (5), § 8). Ainsi, l'intégration d'une fraction rationnelle 
arbitraire se ramène à l'intégration d'un polynôme et de plusieurs 
éléments simples. 
Nous avons vu au $ 8 que ces éléments simples étaient définis 
par les racines du dénominateur f (x). Les différents cas sont possi- 
es. 
Ier cas. Les racines du dénominateur sont réelles et différentes, 


c'est-à-dire 
f@&)={(c—a)(z—b)...(r — d). 


Dans ce cas, la fraction =C) se décompose en éléments simples 
du premier type: 
F (x) A 
Ia se z—b ` 'z—d 


et alors 


F(z) ,._(_A B jr E 
E dr= Let ett dr 
= À Log|z — a| + B Loglr — b] +... 
.. + D Log|zx— d|+cC. 


IIe c as. Les racines du dénominateur sont toutes réelles, mais 
certaines sont multiples: 
f(z) = (z — a) (x — b}? . . . (x — d}. 
Dans ce cas, la fraction o peut être décomposée en éléments 


t (2) 
simples des types I et II. 


Exemple 1 (voir exemple au § 8, ch. X). 


FEH 
"eme" -$ TA: | EFF Sé al Ze zH Li 
1 1 
+552 Seefe repy Satir 


2z—1 
+ Lols—214+c=— rt Le] EE +e 
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IIIe c as. Le dénominateur a des racines complexes simples (c'est-à- 
dire différentes) : 


f(a) = (F + pz +9)... (2 + lz + s) (z — 0)... (z — d)’. 
Dans ce cas, la fraction —— Ziel se décompose en éléments simples 


f(z) 
des types I, II, III. 


Exemple 2. Soit à calculer l'intégrale 
zdz 
lane 
Décomposons la fraction qui figure sous le signe d'intégration en éléments 
simples (voir (5), § 8, ch. Ka 
z Az+B 
Fie 


Par conséquent, 
z=(Ar+ B) (z—1)+C (2341). 


Posons z=1, nous trouvons: 1=2C, c=4; 
posons z=—(, nous trouvons: 0= —B +C, BL. 


En égalant les coefficients de z2, nous avons 0=A LC d'où A—— 


nl 
D 


Ainsi, 
zdr 
leey 712 SO 


ECH "ënn EE ER 
Login ti arctgz4 à Log|z—1|+C. 


IVe cas. Le dénominateur comporte également des racines com- 
Diere multiples: 
f (2) = Lpëtef, GG tistdvts 0)... (x — d, 
Dans ce cas, les éléments simples du type IV entrent aussi dans 
F (2) 
WO 
Exemple 3. Soit à calculer l’intégrale 
f zit 428 41113 4122-4-8 
(13 +2743} (z+1) 
Solution. Décomposons la fraction en éléments simples : 
244 4234 41x34 12748 Az+B Cz+D 
RE E 


la décomposition de la fraction 


dz. 
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d'où 
A + Ar? + lliz? + 127 + 8 — (Az + B)(x + 1) + 
+ (Ce 4- D) (8 + 2e + 3) (+ 1) + E (aè + 2e + 3Y. 


En combinant les doux méthodes données pour la détermination des cucffi- 
cients, nous trouvons: 


A =1, B-2-—1, C—-0, Hu E- 1. 


On a ainsi: 
z4 4234 {122 [12 18 z—1 
i (22 i- 2z |-3)2 (x 11) aa CEEE 
„q 7i? V2 arc zt1, 
FER aeaa SZ ee 


Nous avons calculé dans l'exemple 2, § 7, ch. X la première intégrale du second 
membre. La deuxième intégrale pout être calculée immédiatement. 


Il ressort de l'étude effectuée que l'intégrale d'une fonction ra- 
tionnelle quelconque peut être exprimée par des fonctions élémentai- 
res en nombre fini : 

4) par des logarithmes si les éléments simples sont du type l; 

2) par des fonctions rationnelles si les éléments simples sont du 
type 11; 

3) par des logarithmes et des arcs tangents si les éléments simples 
sont du type lIl; 

4) par des fonctions rationnelles et des arcs tangents si les élé- 
ments simples sont du type IV. 


$ 10. Intégration des fonctions irrationnelles 


Il n'est pas toujours possible d'exprimer l'intégrale d'une fonc- 
tion irrationnelle quelconque à l’aide de fonctions élémentaires. 
Nous allons étudier, daus ce paragraphe et dans les paragraphes sui- 
vants, les fonctions irrationnelles dont les intégrales penvent être 
ramenées par des changements de variable appropriés à celles de 
fonctions rationnelles que nous savons intégrer. 

m T 

I. Considérons l'intégrale Í Rx, z”, ..., x°) dr, où NR est 

une fonction rationnelle de ses arguments *). 


*) Le symbole R (x, t™”, ..., In indique que l'on offectue uniquement 
des opérations rationnelles sur les quantités z, z™”, ..., 27/5, 
ax- b \ m/n — wem 3 
Les symboles R (z. (=) : sc , R(x, Yax? F bz |- c), R (sin x, 
cos z), etc., que nous emploierons par la suite, doivent être interprétés de la 
même façon. Par exemple, R (sin z, cos z) indique que l'on effectue des opé- 
rations rationnelles sur sinz et cosz. 
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Soit k le dénominateur commun des fractions z EN Z . Effec- 
tuons la substitution 
z—ÛÙÀ dk dt. 


Chaque puissance fractionnaire de x peut alors être 
exprimée par une puissanceentière det, et, par conséquent, la 
fonction à intégrer se transforme en une fonction ration- 
nelle det. 


Exemple 1. Soit à calculer l'intégrale 


1 
x? dz 
3 e 
eh +1 
Solution. Le dénominsteur commun des fractions + et Z est 4. 
Posons, par conséquent, x—t4, dr —4f dt; alors 
1 
z? dx & 15 EI 
fred (pat (2-a) 
seh 44 
4 
=4 | Gét Al sen e -y7 d= AË + Logit (III 


3 3 
=ģ Log (a +111 C. 


IT. Considérons maintenant les intégrales du type 


feat, (ete) ae 


En effectuant le changement de variable 


ccd 


on ramène cette intégrale à celle d’une fonction rationnelle où k dé- 
signe Je dénominateur commun des fractions z EE? 
Exemple 2. Soit à calculer l'intégrale 


p H a 


404 INTÉGRALE INDÉFINIE (CH. X 
Solution. Posons x+4—12, x—12-— 4, dr —2t dt; alors 
Vz+4 p e _o(d. LL 
pLi = f a2$ (11 acg) #=2f d+ [= 


Veit Vie 


zF4]2 


2 + 2Log| 1 Ri Se: 2 V= FA +2 Lo 


§ 11. Intégrales du type f R (x, Vax? } bx + €) dx 
Considérons l'intégrale 


ÎR (z, Var + bz + c)dz, (1) 
où a Æ 0. 
Cette intégrale peut être ramenée à celle d’une fonction ration- 


nelle par les substitutions de variables d'Euler. 
1. Première substitution d'Euler. Si aœ 0, on pose: 


Var L br +c=+Var+t. 
Prenons, pour fixer les idées, le signe plus devant Va. Alors 
af + br+c— ar +2 Vast + t, 
d'où z est défini comme une fonction rationnelle de t: 
Ê—c 
b—2Vat 


(dx est aussi une fonction rationnelle de £), par conséquent, 


Va beten Var tie Va E SE 
tVa 


E E 


c'est-à-dire que V az? + bz + c est ramenée à une fonction ration- 
nelle de t. 

Puisque Var + br Fc, x et dr s "expriment par des fonctions 
rationnelles de ż, l'intégrale (1) est donc ramenée à celle d'une fonc- 


tion rationnelle de t. 
Exemple 1. Soit à calculer l'intégrale 
f dx 
Mate 7 
Solution. Puisque ici a=1 > 0, nous posons V2? Fc——x+t; alors 
z2 4 c= r? — Zeit +t, 
Ge 
5 * 


d'où 
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Par conséquent, TF 
dz = ag di, 
Mët sp fe te. 
En revenant à l'intégrale initiale, nous avons : 
is dt 


=Log|z+ Vz2?+c|+C; 
(voir la formule 14 de la table d’intégrales). 


2. Deuxième substitution d'Euler. Si c > 0, nous posons: 
Vaz? + br + c= zt + Ve; 
alors 
ai + bs Lee SÉ L Zei Me Le 


(nous avons pris, pour fixer les idées, le signe plus devant la racine), 
d'où x est défini comme une fonction rationnelle de t: 


__2Vct—b 
Tiger ` 


Puisque dz et V ar? + bz + c s'expriment également par des fonc- 
tions rationnelles de t, alors en substituant les valeurs de z, 


Vart} bx Fc et de dx en fonction de £ dans l'intégrale 


f R (z, Var + bz + c) dr on ramène cette dernière à l'intégrale 
d’une fonction rationnelle de t. 


Exemple 2. Soit à calculer l’intégrale 


f (1— Vi+z+zi)? ER 
ayi pef 


Solution. Posons V1+r+=zt+1; alors 
14r z =r; r= H-5: _ 22—42 


V1 +r Lil P=, : ` 
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Substituant les expressions ainsi obtenues dans l'intégrale que nous dé- 
sirons calculer, nous trouvons ` 
f LENS MË i (22+ -ePUB R-U) y 
a VIz | ES (41 — t2) (21 — 1)? (t2 —t +1) (1 — OH 
= e Se D 14t e 
— 1 2 f "di — 2t -!- Log Le = 


LERTE] d 2 
Gi SE Log zlVtisiri LC 
s— Vi {z4 zi 


2v1 ZK CISH, kogl2s 2 VITET] C 


3. Troisième substitution d'Euler. Soient o et f les racines réclles 
du trinôme az? + bx Le, Posons: 


Vač + bz + c=(z—a)t. 


Comme ax? + bz -; c = a (x — a) (x — P), il vient: 


V a(x — a) (z — p) = (z — a) t, 
a(z —a)(z— ĝ)= (z — Or, 
a(z —p)=(z —a) t; 
z s'exprime alors par une fonction rationnelle de t: 
r= BË. 


a—À 


Etant donné que dx et Var? + bx + c sont également des fonc- 
tions rationnelles de {, l'intégrale considérée se ramène, par consé- 
quent, à celle d'une fonction rationnelle de t. 


Remarque 1. Le changement de variable indiqué dans la 
troisième substitution peut être appliqué non seulement quand 
a < 0, mais aussi quand a œ> 0 si seulement le trinôme az? + bx + c 
a deux racines réelles. 


Exemple 3. Soit à calculer l'intégrale 


dr 
f Vz? : 3x —4 j 
Solution. Comme z2 + 3x— 4-=(x-+4)(x—1), posons 
VEH et 
(z i-4)(z— 14) — (z 143208, r—1—(x.| 4)t?, 
Ath 10t 


Te’ AE di, 


verge- 5 SE Ale 


alors 
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Revenons à l'intégrale considérée, nous trouvons ` 


CIE 2 
Î Wat äs A - H GS OG 51 SES f LG 


LNS 


dt= 


14t 


= Log +C= Log | —— = | +0 = 
pa de WE 
| VEV LL 
Flyers Vrai Vz i 


Remarque 2. Remarquons que les substitutions de varia- 
bles d'’Euler indiquées aux cas 1 et 3 suffisent pour que l’ intégrale 
(1) soit ramenée à celle d’une fonction rationnelle. En effet, considé- 
rons le trinôme ax? + bz + c. Si b? — 4ac > 0, les racines du tri- 
nôme sont réelles, et nous sommes donc en présence du cas 3. Si 
b — 4ac < 0, nous avons dans ce cas 


aa? + bz + c= À [Qaz + b}? + (4ac — E 


et, par conséquent, le signe du trinôme coïncide avec celui de a. 


Pour que Va + be + c soit réel, il faut que le trinôme soit posi- 
tif et, partant, que a > 0. Nous sommes donc en présence du pre- 
mier Cas. 


$ 12. Intégration de certaines classes de fonctions 
trigonométriques z 


Nous n'avons étudié jusqu'ici que les intégrales des fonctions 
algébriques (rationnelles ou irrationnelles). 

Dans ce paragraphe nous considérerons l'intégration de certaines 
classes de fonctions non algébriques, et, en premier lieu, celle des 
fonctions trigonométriques. Soit une intégrale de la forme 


f R (sin z, cos z) dz. (1) 


Montrons que cette intégrale peut toujours être ramenée à une 
intégrale d’une fonction rationnelle par le changement de variable 


z 
zt (2) 


408 INTÉGRALE INDÉFINIE ICH. X 


Exprimons sin x et cos z en fonction de ig Set. partant, en fonc- 


tion det: 


2 sin Z cos +- 2 sin = cos = 
r 2 2 2 2 
SEENEN a = 
sin? 5 tooss 5 
z 
2835 2t 
EE ES 
de 
2 TZ . 27T T 
cos’ — sin’ -y co? — sins 3 
oss=— >+ 2 tL 


2T DE? 
cos z tsin 5 


ie 2 1— ë 


ipe? tpr 
En outre, 
z= 2arc Lët dr= a 
E DT: 


Nous pouvons donc exprimer sin z, cos x et dx par des fonctions 
rationnelles de t. Une fonction composée de fonctions rationnelles 
étant une fonction rationnelle, en substituant les expressions ainsi 
obtenues dans l'intégrale (1), nous la ramenons à une intégrale d’une 
fonction rationnelle: 

2t 1— EI ] 2dt 


fR(sinz, cos x) dx = f sl 


1e’ GC SNE ED 
Exemple 1. Considérons l'intégrale 
pe 
sin x 
En vertu des formules précédentes, nous pouvons écrire : 
2 dt 
de 1-4-2 edi ` E z 


(SS 
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Le changement de variable considéré résout le problème de l’inté- 
gration de toute expression de la forme R (cos z, sin z). C'est pour- 
quoi il est parfois appelé « changement de variable universel pour 
l'intégration des expressions trigonométriques ». En réalité ce chan- 
gement de variable conduit fréquemment à des fonctions trop 
compliquées. Pour cette raison, il est parfois préférable de ne pas 
utiliser ce changement de variable, mais d'avoir recours à d’autres 
méthodes menant plus rapidement au but. 

1) Si l'intégrale est de la forme f R (sin z) cos z dz, le change- 
ment de variable sin x = t, cos x dx = dt nous conduit à une inté- 


grale de la forme Í R (t) dt. 

2) Si l’ intégrale est de la forme f R (cos x) sin z dz, elle peut 
être ramenée à une intégrale d’une fonction rationnelle par le chan- 
gement de variable cos x = {, sin x dr = —dt. 


3) Si la fonction à intégrer ne dépend que de tg z, en effectuant 
dt 


le changement de variable tgr=—1, x = arctgt, dr = ÎLE" 
nous ramenons son intégrale à l’intégrale d’une fonction rationnelle : 


Res d= [RO e e? 
4) Si la fonction à intégrer est de la forme R (sin z, cos x), où 
sin x et cos x ne figurent qu’aux puissances paires, nous emploie- 

rons le changement de variable: 
VEER) EN 


car sin? x et cos? z peuvent être exprimés par des expressions ration- 
nelles de tg x: 


Les 1+’ 
2 
sin? z = —2 Gr : K 
1tLgs Lë 
d 
are 


Après avoir effectué ce changement de variable, nous obtenons l’inté- 
grale d’une fonction rationnelle. 


Exemple 2. Calculer l’ intégrale 
e sin? z 
ERR GE 
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Solution. Cette intégrale se ramène aisément à une intégrale de la 
forme Í R(cosx) sin zdz. En effet, 


joe sin? z E a Fm 4 — cos? x usa 
Pics 2 | cos z 2+cos x Ge 
Effcctuvns le changement de variable cos x =z. Alors sin x dr — —d3: 
sin8 x 1—22 zè—1 , A z 
ees SE dz= | 2+2 (—dz) = Ee z +2 d= f (2—2 s r7) = 
=z + 3 Log: +- 2+0- € 2008 x +3 Log (cos = +- 2) +C. 
Exemple 3. Calculer f + - Effectuons le changement de varia- 
ble tgr—t: 
Se — E dE 
f 248. 


as (Sr) 


1 tgr 
-arctg ——+C = emm (Fa =) +c. 
EE 

5) Considérons maintenant une a. du type Í R (sinz, 
cos x) dr, où R (sin x, cos x) = sin™x cos” x dx (où m et n sont des 
nombres entiers). Il faut ici considérer trois cas. 

a) f sin" x cos" x dr, où l'un au moins des nombres m et n est 
impair. Supposons pour fixer les idées que n est impair. Posons 
n = 2p + 1 et transformons l'intégrale : 


f sin” zco?’ *! zdr = f sin" zcos?” zcos z dr = 
= f sin™ z (1 — sin” z)” cos z dz. 
Effectuons le changement de variable 
sin z = t, cos zx dr = dt. 


Substituons ces expressions dans l'intégrale considérée, nous trou- 
vons: 


f Sin scos” zdr = | t" (1 — ÀP dt. 


C'est l'intégrale d’une fonction rationnelle de 1. 


Exemple 4. 
cos? x cos? x cos z dx (1 — sin? x) cos x dx 
À 7 dr = engel — 2 — 
sinê z sind z sinô z 


Posons sìn =t, cos xdz—=dt, nous avons : 


Cosic, _ p (1—%)dt p dt dt LI) AS 
Kiel eer mee KC ek tr+0e 


7 3sinÿz | sinz 
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b) f sin" x cos" x dr, où m et n sont des nombres pairs non 
négatifs. 

Posons m — 2p, n — 2g. Ecrivons les formules trigonométriques 
bien connues: 


1 ` 2 14 1 à 
z Cos 2r, cos r= 5 + gcos 2x. (3) 


En substituant ces expressions dans l’intégrale considérée, on 
ohtient : 


sir + — 


2 1 e 
Í sin?” zcos 1 xdr = 1e -$ cos2e) x 


x E EE 2e) a 
z + gCos e, 


En effectuant les opérations indiquées, on obtient un développe- 
ment suivant Jes puissances paires et impaires de cos 2x. Les ter- 
mes contenant des puissances impaires peuvent ètre inlégrés comme 
nous l'avons indiqué dans le cas a). En ce qui concerne les termes 
contenant des puissances paires, nous appliquons successivement la 
formule (3) afin d’abaisser le degré de ces puissances. lòn procédant 
de cette manière. on arrive finalement à des termes de la forme 


L cos kz dr que l’on intègre facilement. 
Exemple 5. 
f sint de -=y LO —cos 2z)? dr. 2 f 4—2 cos 2x } cos? 2r) dr = 


1 e 1 i 1r 3 ; sin 4x |, 
= [t-sia cos är) dr ]- | 3 e sine 8 Ire 


c) Si les deux exposants sont pairs et si l’un d'eux au moins est 
négatif, la méthode indiquée dans le cas b) est sans effet. Il faut 
alors poser Lg x = t (ou cotg x =- £). 


Exemple ô. 


f sin? x dx “| sin? z (sin? x - cos? x}? dr 


SE GES = | tg? z (14 tg? z)? dz. 


Posons tgzr-=t; alors x -arctgt, de Ur , Ct nous avons : 


sin? x dt | 
LZ S =dz= | e(a Se Tir =| e(d 
EM É pos ie) Kr 


6) Considérons enfin les intégrales suivantes: 
Leo mx cos nz dz, | sin mx cos nz dz, | sin mx sin nz dz. 
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On peut les calculer en utilisant les formules *) suivantes (m 3 n): 


COS ME COST = y [cos(m + n) z + cos (m — n) z), 
sin MTCOSNTI = t [sin (m + n) z + sin (m — n) z], 


sin mz sin nt = t [— cos(m +n) z + cos (m — n) x]. 
En substituant et en intégrant, on trouve: 
f cos mz cosnz dr = 
=; f [cos (m +n) z + cos(m — n) z] dr = 


_ sin(m+n)z sin (m — n) z +c 
2(m +n) 2 (m —n) " 
Les deux autres intégrales se calculent d'une manière anaļogue. 


Exemple 7. 
L sin Se Sin Se de [ [—cos 8z Leo 2z] Se, o. 


§ 13. Intégration de certaines fonctions irrationnelles 
à l’aide de transformations trigonométriques 


Revenons à l'intégrale considérée au $ 11, ch. X 
| R (z, Vañ+bz+c)dz, (1) 


op gab OU et À Æ 0 (dans le cas où a = 0 l'intégrale est de la 
forme II § 10, quand c — ZS = 0 l'expression az? + bz + c= 


š : 
= a(z +32) , et nous avons affaire à une fonction rationnelle, si 


a > 0; si a < 0 la fonction V ar? + bz + c n'est pas définie pour 
aucune valeur de z). Nous allons montrer comment cette intégrale 


*) On peut établir aisément ces formules comme suit: cos (m + n) z = 
= COS mz COS nz — Sin mz Sin nz, COS (m — n) z = COS mx COS nr + sin mz sinnz. 
En ajoutant membre à membre et en divisant par deux, on obtient la 
première des trois formules. De même, en retranchant membre à membre puis 
en divisant par deux, on obtient la troisième formule. La deuxième formule 
peut être établie de la même manière en écrivant les développements de 
sin (m+ n) z et de sin (m — n) x puis en sommant les expressions correspon dantes. 


$13] INTÉGRATION DE CERTAINES FONCTIONS IRRATIONNELLES HE 


peut être ramenée à une intégrale de la forme 
f R (sin z, cos z) dz (2) 


étudiée au paragraphe précédent. 
Transformons le trinôme figurant sous le signe de la racine: 


kV D 
ar + eelst +(e-5) 
2a 4a 
Posons 


DEE dr = dt. 


Varie V} aê 4h- À). 


Etudions séparément les divers cas possibles. 

2 2 
1. Soit a>0, PAL St Posons a = m?, ser Nous 
4a 4a 


aurons alors dans ce cas: 


Var + br + c= Unit + r. 


2. Soit a>œ>0, e— en Alors 


Par conséquent, 


Var + bx+c—VmEË — n°. 


3. Soit a< 0, D Alors 


4a 
H 
a——m, c——=r 
4a 


Par conséquent, 


Var + bx+c—Vr — mË. 
A Soit a< 0, EE Dans ce cas, Var +bx+e est 
a 


une quantité complexe quel que soit z. 
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L'intégrale (1) peut donc être ramenée à une intégrale de l’un 
des types suivants: 


L È R(t, Vmé+n)at. (3.1) 
I. È R(t, Vré—n)dt. (3.2) 
UL $ R(t, Vn — mt )dt. (3.3) 


Il est évident que l'intégrale (3.1) se ramène à une intégrale de la 
forme (2) si l'on effectue le changement de variable 


n 
= — tgz. 
m 


L'intégrale (3.2) se ramène à une intégrale de la forme (2) si l’on 
pose 


n 
= — sec z. 
m 


L'intégrale (3.3) se ramène à une intégrale de la forme (2) si l’on pose 
= Sint. 
m 
Exemple. Calculer l'intégrale 
Fe 
VE" 


Solution. Cette intégrale est du type III. Posons x—asinz; alors 
dz =a cos z dz, 


f dz =í a cos z dz _g 2coszdz®*) ` 
t Veze * Visë asin? z)? a3 coss z 
1 dz 1 4 sinz 
Far fou are aa O 
1 sinz ? 1 z LC 


=- eege LU zs e: 
a VI sin: ' a? a?— r3 


§ 14. Fonctions dont les intégrales ne peuvent être exprimées 
par des fonctions élémentaires 


Nous avons indiqué au § 1, ch. X (sans donner de démonstration) 
que toute fonction f (z) continue dans un intervalle (a, b) a dans cet 
intervalle une primitive, c'est-à-dire qu’il existe une fonction 
F (2) telle que F’ (x) = f (x). Cependant, tou te.primitive, 


*) V1 — sin?z — | cos z |, nous nous arrêterons, pour fixer les idées, sur 
un seul cas : |cos z | = cos z. 


- e 
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même si elle existe, ne s'exprime pas par des combinai- 
sons eu nombre fini de fonctions élémen- 
taires. 

Telles sonl, par exemple, les primitives exprimées par les inté- 
grales 


fe” dx, f sinz dx, [SE ar, | V1 — Mais dr, IZ, 
D 


x 


ainsi que bien d’autres encore. 

Dans tous ces cas, la primitive qui ne peut être exprimée par des 
combinaisons en nombre fini de fonctions élémentaires représente 
évidemment une fonction d'une nature nouvelle. 


D 
Fig. 208 


Par exemple, celle des primitives 
2 
Va 


qui s’annule pour x = (), est appelée fonction de Laplace et est dési- 
gnée par la notation dr (x). Ainsi, 


f e dr+C, 


D (x) = 2 f eg dr + Ci, 
Du 


= 


dr (0) — 0. 


si 


Cette fonction est très bien étudiée. Il existe des tables détaillées 
donnant les valeurs de cette fonction pour diverses valeurs de x. 
Nous verrons au § 21. ch. XVI comment cela peut être réalisé. 
Les graphiques de la fonction y = ez el de la fonction de Laplace 


y = ® (x) sont représentés sur les figures 208 et 209. De même, 
celle des primitives 


{V1 — K sin?rdr +C (k<1), 
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qui s’annule pour x = 0, est appelée « intégrale elliptique » et est 
désignée par la notation E (x), 


E (x)= | V1 — ksin zdz + Ca 
si 
E (0) = 


Il existe également des tables détaillées donnant la valeur de 
cette fonction pour diverses valeurs de x. 


Exercices 
I. Calculer les intégrales : 


1. (264. Rép. Ze 


2. (+ Va) de. Rép. Z +V. 


3. $ (3 ee a pe V3+0. 


WW 


Rép. La Vz+c. 


8. m atyygt?) e Rép. at 224C. 


6. E Rép. 2YS+c. 
14 \2 zb 3 a 
7. f (2+7) dz. Rép. "ek z3 Wzi+3ÿz4c. 
Intégration par changement de variable : 
«8. [er ds. Rép. Sait 9. [oossrar. Rép. SE 4-0. 


10. a Rép. -EE Le 11. f HET de. Rép. $ Logis ŁC. 
Rép. — Se 


12 Ise: 4+6. pl Rép. LLET 


sin? 3z° cos? 7z 


1 
14. Lex pe 3 Logl3z—71+0C. 
15. [= . Rép. —Log|1—z{[+c. 
16. pE. Rép. —— À Log|5— —2r|+0C. 


17. Í tg2zdz. Rép. —4 Log | cos 271+ C. 


EXERCICES 


18. Tote és, Rép. + Log ]sin fGe-2 € 


19. ( Rép. —+ Log] cos 3y |+ C. 


dy 
cotg 3y ` 
20. f cotg+ dz. Rép. deit. |+ C. 


21. Í tg p-sec? ọdọ. Rép. Zu et 
22. ((cotgex)ex dx. Rép. Log] sin ex|+-C. 


\ 23. f (t345—cotg à) dS. Rép. —F-Logl cos 45 |—4 Log sin-À|+c. 


Es z 


+C. 


Së z 


24. Í sin? zcoszdz. Rép. 


25. (cossrsinzdz. Rép. — 
26. to Rép. Í VEF. 
2-2 + Rép. + 1 VAF3+40C. 
ale Ei . Rép. 2 VS TIC. 


a A 1 sin x dz 
wës ` Dit me te 90 [ous 


cotgz 
sin? z 


4-C. 


29. $ 
1. j EF më, Etc. 32, ee al 
dz — 
eg Rép. 2 Vigz—1+0. 
ER Vigz-1+ 


Log (z +-1) Log? sti 
34. [rs A Rép. =A 1€. 


cos x dx 
———— . Rép. V/2si 1 E 
35. f SST p. VZsinz+1+c 
sin 2x dr 
We SEH Rép. zq sx té 


37. [EE Rep. 2 VIT sinTz+C. 


at 


V1 +sin? z 

VigzTi ,, Rép. 2 
38. | ss de KP. 3 Vüez+1$+0C. 

cos 2z dz 1 1 
39. leisten: Rép. CF 3Ssin See tO 

sin 3z dr 1 

Ré wg C. 
Ml a Y ost3r ` j V'cos 3z a 


27—1162 


1 
RP Zoe | © 


dz. Rép. — SEA 
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A4. jee, Rép LEE +0. 


(EE, Rép. arosiniz +c. 
a (EES. Rép. SR e 
Dä D de, Rép. — DEC 
45. IZ: Rép. — EE c, 
46. WË AT Z, Rép. $ Logout, 
47. Es Rép. $ Log (242: +3)+C. 
48. (Rs Rép. $ Log (2sin z4-3)4-C. 
49. aer Rép. Log|Logz|+-C. 


50. $ 2z (21) ds. Rép. KI 


51. Tree de, Rép. E RK: tes ist, 


52. Per Rép. Loglarctgz|+cC. 


dz 1 
53. EEI TESIN Rép. 4 Log|3tgz+1] HC. 


54. LE dr. Rép. LEP c. 
dz A 
Sp, ("© —. Rép. Loglarcsinz|+C. 
$ Par Geh Sek 
, À 
nr Rép. e Loel2+3sin2:|+C. 
57. Lem (Log af, Rép. sin (Log z)+-C. 


58. | cos(a--be)dr. Rép. L sin (a4+b7)+C. 


x x 
59. [ee dr, Rép. Zeit 60. { däs, Rép. 8e° LC 


sin x in x x2 ei 
61. f e"n coszdz. Rép. d'"të S Leeds, Rép. Tioga t 


x x 


63. { dr. Rép. ott 64. iech dr. Rép. Zertt 
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65. ( 3xex dz. 66. | xde. Rép. —+ e324 C. 


Rép. Kr 
67. (Ges Leëi dr. Rép. $ leigëestcl, 


68. kees (x+-2) dz. Rép. bee Set 


69. Se Rép. (5 SE SE T gh AE C. 


 Lege-Logb 
ls TR - Rép. + Log (3-+ ex) +C. 
SE Rép. À Log(24 eny C. 


72. (Eee . Rép. ze te (Va + c. 


"Teen Rép. qyz eesin (VE) +C. 


74. FE e 
d V e He 


dz ž : dz 1 z 
5. Laugs: Rép. a 76. | Ta: Rép. -z arctg- 7 +C. 


dz 
T. | garr Rép. {arctg Ze 


Rép. L arcsin Zac 


2 +87 
8. [re Rép. tel Se 
79 pe 
d z2-+9 


"usa 


Rép. +-Log| br4 VS — a |4-C. 


H. Iesse ve —. Rép. À Logles + VE Fa] +c. 
82. Ise. Rép. zi Log Ee |+c. 

83. Lë, Rép. zu Log SR le 

B4. Lol Rép. Zarcsin ai, 

85. = Ar e . Rép. ar arctg Ze ZAG 

86. f ed Rép. arc sin e*+-C. 
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87.{ sd Rép. es, V$ zc. 
cos x dz sinz 

Ee 

z V1— Log? z 


DEE SR e 37, Rép. — À (arccosz) + VIZE- C. 


89. ( . Rép. arcsin (Log z)+ C. 


Be 
LEE 


ot VELLEZ A Rép. $ VAT os + C. 
93. ( LIFE dz. Rép. í VUE Vic. 
Rép. 4V14Vz1c. 


ex dx cos z dz 
Wee Rép. arc tge +C. 96. f Taima 
97. eege Rép. =? V3 cost) + C. 


38. | = ee Rép. —2 VT+costzJ-cC. 


ai.) dz. Rép. + Log(i 4-2) — À (arc tgz)2.+C. 


dr 
* l Va 


We cosîz 
1 1 
SE E: E EE Bëp, tes sinz Aan zs Sons Ft, 
100. $ ve dz. Rép. E yiga +C. 
de 1 Ve 
101. Í zamsz 3s" Rép. Vë arctg ( gter) +c. 
atr 


dz 1 sy 
ajaj ' Rép. z arctg —— LE 
, Rép. een 
EE EE E 
Ee V5 12z+3+ VS 
—5 
105. Ir Rép. 7 z Lo [= lr 


dz 


106. Lesser: Rép. arc tg (2z—1)+ C. 


104. | Rép. 


[CH. 


. Rép. 3Ÿ sinz+C. 


EXERCICES 
107. far Rép. DES 4-C. 
108. DE. Rép. Log | 3x?—7z+-11|4-C. 
109. 1, Rép. À Log (522— Be Lä. sya weie Den 
110. Lee, Rép. NE art rt + c. 
ni. Iess dz. Rép. À À Log (Br EE 


112. food. Rép. ZLefbet tes VS arctg SR +c. 


Ee SZ, 1 Sr 


C. 
e ve äs V SS 
dz 2 2tgz+1 
114. f Zaz ainrcosspanss Rép at 7 tO 


115. = E 


116. + Rép Loge St VAE TI +c. 


117. , S+4-a+4- V2as 4-S2|+C. 
es Me LoslS+et V ts |+ 


dz 1 6z + Ta 
118. Less 
f CE un | Rép. VE arcsin aer 


dr 
119. \ see, rte 6z 2z (3z +5 C. 
ss Bi yg elett Veräin 
* di . Ze Lä 
120. = e Rép. arcsin Ts LC 


Log|107—1+ V/20(5z2—z—1)|+0C. 


dr 4 
CT Rép. —— 
= E Vë 


122, | te dr. Rép. 2 Va Fie Fe-C. 


Vañinic 


rares: = Dër Zwerg Log|2:+1+ 


VERTE C. 
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(1—3) dz lv 
24. EE e Ré w "Ze 3 - 667 — 11 3 LC, 
Î V3-+667— 1172 P mi V 1 E? 


125. ER Rép. 1 V5 FR + Larcsin Zeie 
Ae LB 
"Loes 
t Vaa) +C. 
II. Intégration par parties ` 
27. | zex dz. Rép. ex (z—1)1-C. 


dz. Rép. $ 


23 
4V2 


128. Î z Logz dz. Rép. z” (Loez—3) LC 

129. Í xsin zdz. Rép. sin z—z cos z 4-C. 

30. | Logzdz. Rép. z(Logz—1)+ C. 

131. { arcsin zdz. Rép. zarcsin x} VI—zi-C. 

132. À Log(1—x) dr. Rép. —z— (1 — z) Log (1—x)-|-C. 


nti 4 
133. È zn Log z dz. Rép. STT (ege zl JC, 
34. [| zerctgzdz. Rép. jie +1) arctg z— z} 4-C. 
35. Í zarcsin z dz. Rép. L1@29—1)arcsin z +e Vi=sl+c. 


136. f Log (x2-+-1) dz. Rép. x Log (z2-4-1)—2z + 2 arc tgz- C. 
37. | arctg Vzdr. Rép. (z-4-1)arc tg Vz—Vz4-C. 


138. p aean VE a, Rép. 2 Vz arcsin Vz4-2 Vi—z+c. 
T 
139. f arc sin Va dz. Rép. z arcsin V =- Vi Hare tg Vz4-C. 
x? 1 : 1 
40. Í z cos? z dz. Rép. kein 214-5 08224 C. 


h Rép. z— VT z? arcsin z-}-C. 


141. | 


Berg 1 arctgz 
TAF dx. Rép. TT- mia? Wéih Amt? Ee 


43. Í zarctg V'z2— 1 dr. Rép. Latarctg Va Vzi-11c. 


E 1— MI 


142. | 


— 1 arc sin z4+C. 


144. dz. Rép. Log [= 
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145. | Log (z+ V1+ 25) dz. Rép. z Log| z+ VII VIII 
arcsinz , 1 e D 


146. ferons. Rép. ViA Eh Ce dee 
Dans les exemples suivants introduire des variables trigonométriques ` 


V CES) V 2— z? 
147. LT dz. Rép. HE arsin + C. 


` 


ZE 
148. [ z2 V4— 73 dz. Rép. Zare sin Es VE + Le VIC 
EE Rép. — Vis 
z3 V142 S 
V — a? 
150. LES à. Rép. Vë — a arc cos & +C. 


LC 


149. f 


154. EN Rép. Syst 
Intégration des fractions rationnelles : 
152. Ps sem Le Rép. Log er fre 
mm. Iezméiarerg, br gegiet’ 
154. FES à. Rép. F +p Het Lo TE Ire, 
455. la Der Dë de ES 
156. es PE marttaki te 
157. Iesse Rép. - À, + Log EX Le 
158. f e de, Rép. BS? +Log re 
150. Ieren, Ré eer Los (2E) +c. 
160. EFT: Rép. Log + , 
164. ess Rép. mo ie arc Ë 
zs—6 st 


1 
163. TECH Rép. = gg sn 
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3z—7 z? ee z 
1 TAN z V2 
165. [Aer P ; "um Leg ec l- V2are tg Zeit 


' 166. (ES dr. Rép. Las + Log (e —1)1+C. 


| Le 1 
167. | — r DR dz. Rép. ei + Log (z2 +2 Nee 
(4z2— 8x) dr 3r3— LCE 
168. [opens Dir goner E pr ttez. 
dz =i 2z—1 
169. ae Rép. Log = a 


2z—1 
ROSEN 


SE des fonctions irrationnelles : 


170. (> EE el Rép. LYS Log (ÿ/25+1)]4-C. 

171. PTE PE à. Rép. Se -4 ym. 

172. f HE um REENEN 1)+C. 
___2+Vz _ é (EE yzi s = 

173. EEEIEE dz. Rép. $ 28414%/25—6{/25 


Letz geg (3+1) SE 


1— zdr Vi—z+ VI Fz Vi 
mv INS am rale e 

= IRSCH = 
17s. SV TEE Ré. zaet p TE + Lo VE + 


Vz+ Vz 
176. f it dz 


Rép. lge tren Arer E] 
2+ 3x 


z3 dz. 


177. f 


EXERCICES 


Geer du type Í Ee ar34} bz4-c)dz: 


g VAN 1 
"Ise "eng Rép: 773 3 taya tA 
V2: I + V2 | 

179. ( — 2. Rép. -zL PEN EVE E 

iz V 2-H z— z2 p Ac +7 pi 

dz 

180. ss Rép. $ arcsinŽ tzat +C. 
181. QUE à. Rép. Va F2 + Log |z 41+ V27F %|4-C. 
182. = == +0 


re ™ 


183. | V2z—z2dz. Rép. EE V/2z—2% + arc sin (x—1)] +C. 


dz 2 1 

184. ees ESCH Rép. LS Viz Log|z+ Vz3—1|4-C. 

dr z+Vi+tz+z 
185. E e R H —— e 
Eesen METETZ] pi- Ise 2424- Vi4z+zx Kë 

CEA Rép. — 1 

Ier tee FR ape 

187. È Vitz Ha iz, Rép. Log 2+z—2 Vitz +c. 
1+z+ 72 ai 


Var 8 
p (EE CE dr POP S CS 
188. TË dr. Rép ue ENTA Log|z+2+Væ#+4|c 


Intégration des fonctions trigonométriques : 


189. Ir, de. Rép. $ co z— co8 x + C. 


cos5 z 


190. f sin5zdz. Rép. — cos 2-2 cos? z— +C. 


191. Less singe de, Rép. -4 cos z4 cos? z4- C. 


dz. Rép. cosec z— $ cosec? z4C. 


193. f cos? zdz. Rép. Zeit 


194. [sintzäz. Rép. + ac. 


SH 3 2z 


cos’ z 


192. f sinâ z 


195. [ cost z dr. EE HE + sin 4) +c. 


gl 4c. 


196. f siné x cost sde, Rép. TS zg Lawin Ae L 
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Leeds, Rép. H LE + Log | cos z |+C. 
| cotgs x dr. Rép. —4 cotgt 2 ++ cote z + Log |sin z|+-C. 
f cotg® z dz. Rép. — cotes _Log|sinz|+C. 


f sech x dz. Rép. WH Ae 


[ tt z sect de, Rép. = + c. 


dz 
f oz: Rép. test tes 


LoF dx, Rép. C—cosec z. 
a A 
+ Rép. + (cos? a +3 (cos Za LC 


Same sin? z 


E sin’ = 


{ sin zsin 3zdz. Rép. — SG siniz + SS +c. 


sin 1i z sin 3z 


f cos ie cos 7z dz. Rép. 5 —+ +c. 
L cos ie sin 4x dz. Rép. Ge 
12 A 
1 3 z 1 
[sin sem + zdz Rép. — z +00 Sz+C 
z 
Se 
dz „ií tez 
r r a E Mäe 
Ze) 
H 
dz 1 z 
Eessen Rép. Se 
sin z dz 
Í I Faine Lanz Rép. A SS EE 
RK 7 
cos zdz 
= Tics Rép. st 
sin 2x ? 
ee SE J æz—1)+C. 


tgz 
(Prat rs Rép. reel arc tg sa) jte 


LEE ar Vaare te DE 240. 


[CH. X 


Chapitre XI 


INTÉGRALE DÉFINIE 


$ 1. Position du problème. 
Sommes intégrales inférieure et supérieure 


Un puissant moyen d'investigation en mathématiques, en physi- 
que, en mécanique, ainsi que dans d’autres disciplines est fourni 
par l'intégrale définie, une des notions fondamentales 
de l'analyse. Le calcul des aires délimitées par des courbes, des 
arcs, des volumes, du travail, de la vitesse, du chemin, des moments 
d'inertie, etc., se ramène au calcul d’une intégrale définie. 


Fig. 210 


Soit y — f (x) une fonction continue donnée sur le segment 
Le, bl (fig. 210 et 211). Soient m et M respectivement sa plus petite 
et sa plus grande valeur sur ce segment. Partageons le segment 
la, b] en n parties par les points 
a = Tos Ti, Tzs . + y Enr In = D 
avec 
To LU KT <... LTr 
et posons 
Tı — To = Âz; Lo — D = Afs, e In — ai = A. 

Désignons la plus petite et la plus grande valeur de f (z) 

sur le segment [zo, zl par m, et Mi, 

sur le segment IL, z2} par m2 et Mz, 


sur le segment [x,_1, Zn] par Mp et Mn- 
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Formons les sommes 


Sn = mM An + m As +... + mn Ans = È m än, (1) 


Sn = M, At + Mz Aë LL, Az, = È gäe (2) 


La somme s„ est appelée somme intégrale inférieure et s„ somme 
intégrale supérieure. 

Lorsque 10) > 0. la somme intégrale inférieure a pour valeur 
numérique l'aire de la figure en escalier « inscrite » ACoM CIN SN 
+... Cn1N,BA et la somme intégrale supérieure laire de la figure 
en escalier e circonscrite » AÆoC1K1 . .. Cn1Kn-1CnBA. 

Indiquons quelques propriétés des sommes intégrales inférieures 
et supérieures. 

a) Etant donné que m; < M; quel que soit i (i = 1,2, ..., n), 
on a, en vertu des formules (1) et (2): 


Sn < Sn (3) 
(l'égalité correspondant à f (z) = const). 
b) Etant donné que 
m, >m, Mm >M, ..., Mn >m 
où m est la plus petite valeur de f (x) sur Io, bl, on a 
Sn = M At + mAT + ... +m, Az, > mr + måz, +... 
+ mAz, = m (Az, + Az + ... + Az,) = m (b — a). 
Ainsi, 
Sn > m (b — a). (4) 
c) Etant donné que 
M <M, M: <M, . e. M, < M, 
où M est la plus grande valeur de f (x) sur [a, b], on a 
Sn = Mini + Moto... Mpita < MAr, + MAr .. 
. + MAzn = M (Az, + Am +. 
. + Aza) = M (b — a). 
Ainsi, 
Sn S< M (b — a). (5) 
Réunissant les deux inégalités obtenues, on a: 
m(b— a) < sn <n < M (b — 0). (6) 
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Lorsque f (x) > 0, la double inégalité obtenue admet une inter- 
prétation' géométrique simple (fig. 212), étant donné que les pro- 


Fig. 212 


duits m (b — a) et M(b— a) représentent respectivement les 
valeurs numériques des aires du rectangle e inscrit » A L,LB et du 
rectangle e circonscrit » AL;L,B. 


$ 2. Intégrale définie. Théorème d’existance de l'intégrale définie 


Continuons l'examen de la question du paragraphe précédent. 
Prenons un point sur chaque segment [xo, z1], lzi, tel, . . ., [£n-1, Zn} 


que nous désignerons respectivement par Ex, Er, . . . Eh (fig. 213), 
To < $i Ty De 2 < Tz -a Ent L Ën < Tn- 


Soient f ($4), TG. f (En) les valeurs de la fonction en ces 
points. Formons la somme 


sn = J (8) Azi +f (a) Aze + + f (Èn) AZn = PG An (1) 
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qu'on appelle somme intégrale pour la fonction f (z) sur le segment 
la, bl. Etant donné que, quel que soit E sur le segment {x;1, zil, 


m SÍ (Bi) < Mi . 


et que Az; > 0, on en déduit 
` m; Azı e TU Azi < Mi Au, 
par conséquent, 


LO n n 
2 m At < D f(E) Azi < È M; A, 
GH E S 


ou EX 
Sn X Sn S Sn- (2) 


L'interprétation géométrique de cette dernière inégalité est que, 
pour f (x) > 0, la figure ayant s, pour aire est délimitée par une 
courbe comprise entre les courbes en escalier « inscrite » et « circons- 
crite ». 

La somme s, dépend du mode de découpage du segment la, bl en 
segments [z;-1, zı] et du choix des points Ẹ; sur ces segments. 

Désignons maintenant par max Lo, zl la longueur du plus 
grand des segments [zo, zl, [zi, £2), . . ., [x,_1, Znal. Considérons 
divers découpages du segment la, b] en segments partiels [x;_1, x;l 
tels que max Lea, x; — 0. Il est évident que le nombre n de seg- 
ments d'un tel découpage tend vers l'infini. On peut former pour 
chaque découpage, en choisissant les valeurs correspondantes E. 
la somme intégrale 


SS KH As, (3) 


Considérons une certaine suite de partitions, pour lesquelles 
max Az; —+ 0, et n— œ. Pour chaque partition nous choisissons 
les valeurs E: Supposons que cette suite de sommes intégrales *) 
så tende vers une certaine limite 


lim S = lim 5 Í (Es) Az; = sS. (4) 
max Ax;—>0 max Axj-»0 i=1 


Nous pouvons maintenant formuler la définition suivante. 


Définition 1. Si pour toutes partitions du segment Io, bl 
telles que max Az; — 0 et pour tout choix des points Er dans les 
segments [x;_,, z;] la somme intégrale 


s=) FE: Az, (5) 


+) Dans le cas donné, la somme est une grandeur variable ordonnée. 
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tend vers une même limite s, cette limite est appelée intégrale défi- 
nie de la fonction f (x) sur le segment Io, b] et notée 


b 
j f (2) dz. 


Ainsi par définition 


n b 

lim ` Y) f ($i) Az: = | f (2) dz. (6) 
max Ax;—>0 i=1 a 

Le nombre a est la borne (ou la limite) inférieure de l'intégrale et b 

la borne (vu la limite) supérieure. Le segment 

[a, b] est le segment d'intégration, x la variable 

d'intégration. 

Définition 2. Sila limite (6) existe 
pour la fonction f (x), cette fonction est dite 
intégrable sur le segment la, b). 

Notons que la somme intégrale inférieure s, 


et la somme intégrale supérieure s, sont des Fig. 214 

cas particuliers de la somme intégrale (5), 18- 

de sorte que si f (x) est intégrable, les sommes 

intégrale inférieure et supérieure tendent vers une même limite 
s, de sorte que nous pouvons écrire en vertu de l'égalité (6): 


n b 

lim ` 3 m;Az;= Í f (z) dz, (7) 
max Ar;—>0 i51 a 
n b 

lim ` 3 M,Az; = Í f (z) dz. (T) 
max Ax;-v0 i=1 a 


Si l'on construit le graphique de la fonction sous le signe somme 
(le signe d'intégration) y = f(x), lorsque f (x) > 0, l'intégrale 


b 
f f(z) dx 


est numériquement égale à l'aire du trapèze curviligne formé par 
la courbe y = f (x), les droites x = a, x = b et l'axe Oz (fig. 214). 

Par conséquent, on calculera l'aire du trapèze curviligne formé 
par la courbe y = f (x), les droites z = a, x = b et l'axe Oz au 
moyen de l'intégrale 


b 
Q= Í f(x) dr. (8) 
a 
Démontrons l'important théorème suivant. 


Théorème 1. Si la fonction f (x) est continue sur le segment 
[a, bl, elle est intégrable sur ce segment. 
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Démonstration. Partitionnons de nouveau le segment 
la, b) (a < b) en segments Leo mil, In, Tel, . . ., (ti, Zi, . .. 
es [Zn-is znl. Formons les sommes intégrales inférieure et supé- 
rieure: 


Sn = D mit, (9) 

E i=i 

Sn = >» MA. (10) 
i=1 


Etablissons maintenant quelques propriétés des sommes inté- 
grales inférieures et supérieures. 


Propriété 1. Quand on augmente le nombre des segments 
figurant dans la partition du segment la, b) en ajoutant de nouveaux 
points de division, la somme intégrale inférieure ne peut qu'augmenter, 
et la somme intégrale supérieure ne peut que diminuer. 


Démons trat ion. Supposons que le segment [a, b] soit 
partitionné en n’ segments en ajoutant de nouveaux points (n° >n). 
Si un segment quelconque Io za] sera partitionné en plusieurs 
segments, par exemple en D segments, alors dans la nouvelle somme 
intégrale inférieure s„’ au segment LA x] correspondra une somme 
de pa termes, que nous noterons PR Dans la somme Sn à ce segment 
correspond un seul terme ma (zx — tx). Or pour la somme sp 


k 
et la grandeur my (Zk — 2x1) on a une inégalité analogue à l'iné- 


galité (4) $ 1. Nous pouvons écrire: 
Spr > MR (Tr — Tr—1)- 


Ecrivant les inégalités correspondantes pour chaque segment et 
sommant les termes à gauche et à droite nous obtenons: 


> (>n). (11) 
La propriété 1 est démontrée. 


Propriété 2. La somme intégrale inférieure (9) et la somme 
intégrale supérieure (10) tendent, quand le nombre des segments aug- 
mente indéfiniment du fait de l'adjonction de nouveaux points de divi- 
sion, vers certaines limites s et s. 


Démonstration. Nous pouvons écrire à l'appui de l’iné- 


galité (6) § 1: 
Sn < M (b — a), 


autrement dit s, est bornée pour tous les n. En vertu de la proprié- 
té 1 sn est monotone croissante quand n croît. Par conséquent en 
vertu du théorème 7 sur les limites (cf. § 5 ch. II) cette grandeur 
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variable possède une limite: désignons-la par s: 


lim s, = 85. (12) 
n= Es 
On établit de même, que S, est bornée supérieurement et monoto- 
ne décroissante. Par conséquent, Sn possède une limite, que nous 
désignerons par s: 
lim Sn = s. 
n—+00 
Propriété 3. Si la fonction f (x) est continue sur le segment 
fermé la, b], alors les limites s et s définies dans la propriété 2 sont éga- 
les, à condition que max Az; —> 0. 
Désignons cette limite commune par s: 


s=s=s. (13) 
Démonstration. Considérons la différence des sommes 
intégrales supérieure et inférieure : 
Sn — Sn = (M; — m) Az, + (M: — m) An +... 
e + (Mi — md Ati t+... + (Mn — Mn) Ath = 


== > (M: — mi) Ati. (14) 


Désignons par e, la plus grande des différences (M, — m;) pour 
n'importe quelle partition 


€n = max (M, — md 


On peut démontrer (mais nous ne nous y arrêterons pas), que si la 
fonction f (x) est continue sur un segment fermé, alors pour toute 
partition du segment [a, b} e, —> 0, si seulement max Ac: —+ 0: 


lim en=0 (15) 
max Ax;—+0 
La propriété d’une fonction continue sur un segment fermé qu’ex- 
prime l'égalité (15) est appelée la continuité uniforme de la fonction. 
Nous utiliserons ainsi le théorème: Une fonction continue sur un 
intervalle fermé est uniformément continue sur cet intervalle. 
Revenons à l'égalité (14). Remplaçons chaque différence 
(M, — m;) dans le second membre par la grandeur non inférieure 
€n. Nous obtenons l'inégalité 


Sn — Sn < En Ati + En Are + +. FEnAtn = 
= En (Au + Art ... +Ar,) = En (b — a). 
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Passant à la limite quand max Az; — 0 (n —> œ) nous obtenons: 


lim (ss —s:)< lim e,(b—a)=— 
Ex a 


max Ax;—>0 max Ax;-r0 
=(b—a) lim en —0, (16) 
max Ax;-»0 
c'est-à-dire 
lim s, = lim s, = 8$ (17) 
ou E 


s =5 =s, c.q.f.d. 


Propriété 4. Soient Sa, et Sn, les sommes intégrales infé- 
rieure et supérieure correspondant aux partitions du segment la, b] 
respectivement en n, et en nz segments. On a alors l'inégalité 

Sn, [Sn (i8) 
pour tous z; et nz. 

Démonstration. Considérons la partition du segment 
la, b] en n = n; + n2 segments, où les points de division sont les 


points de division de la première et de la seconde partition. 
Nous avons alors en vertu de l'inégalité (3) § 1: 


Sns < Sn (1 9) 
Nous avons en vertu de la propriété 1 : 

Sn, Ê Sns (20) 

Sns S Snr (21) 


Utilisant les relations GO et (21) nous pouvons élargir l'inéga- 

lité (19) 
Sn Lsn < En Sn, 
ou 8 
Sni < Sn, 
c.q.f.d. 

Propriété 5. Si la fonction f (x) est continue sur le segment 
la, bl, alors pour n'importe quelle suite de partitions du segment Io, bl 
en segments Lux til, réalisée non nécessairement en ajoutant de nou- 
veaux points de division, si seulement max Az; > 0 la somme intégrale 
inférieure Sm et la somme intégrale supérieure Sé, tendent vers la limite 
s définie dans la propriété 3. 

Démonstration. Considérons la suite des partitions de 


la suite des sommes intégrales supérieures s,, définies dans la pro- 
priété 2. Pour toutes valeurs de p et m (en vertu de l'inégalité (18) 
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nous pouvons écrire : 
Sn Sn. 


Passant à la limite pour n —> œo, nous aurons en vertu de (15) 


Sm SS- 
Nous démontrerons de même que s < sh. 
Ainsi, 
Sm LS LEm 
ou 
s—m>0, 5m —s>0. (22) 


Considérons la limite de la différence 
lim (e, — sh). 
max Ax;-v0 SW 
Comme la fonction f (x) est continue sur le segment fermé [a, bl, 
démontrons (de même que nous l'avons fait pour établir la propriété 
3) que (cf. égalité (16)) 
lim (sh — sh) = U. 
max Ax;—>0 bs 
Ecrivons ainsi cette dernière relation 


lim [(s%—s)+(s—s?)]= 0. 
max Ax;-»0 E 
En vertu de (22) chacune des différences figurant entre crochets est 
non négative. Par conséquent, 


lim (sh— da D lim (s — sh) = 0. 
max Ax;—>0 max Ax;-v0 " 
Et nous obtenons en définitive 
lim s—5, lim s,—s, (23) 
max 4x0 7 max Ax;—>0 

c.q.f.d. 

On peut maintenant démontrer et énoncer le théorème. Soit f (x) 
une fonction continue sur le segment [a, b]. Considérons une suite 
arbitraire de sommes intégrales 


= > ZE 


telle que max Az; —+ 0, $; est un point arbitraire du segment 
Iris, il. 

Considérons pour la suite donnée de partitions les suites corres- 
pondantes des sommes intégrales inférieures et supérieures s, et 


28* 
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Sa. Pour chaque partition on aura les relations (2) 
Sn < Sn < Sas 


Passant à la limite pour max Azı —> O et utilisant les égalités (23) 
et le théorème 4 $ 5, ch. II, nous obtenons: 


lim s,—s5, 
max Axj-r0 


où s est la limite définie dans la propriété 3. 
Cette limite, comme nous l'avons dit plus haut, est appelée inté- 
b 


grale définie Í f (x) dx. Ainsi, si la fonction f (z) est continue sur 
a 
le segment [a, b], alors 
b 
lim D/(E) Azı = f f(x) dz. (24) 
max Ax; —>0 a 
Notons que parmi les fonctions discontinues il existe aussi bien 
des fonctions intégrables que des fonctions non intégrables. 


Remarque 1. Notons que l'intégrale définie dépend seule- 
ment de la fonction y = f (x) et des bornes d'intégration, mais non 
de la variable d'intégration, qu’il est loisible de désigner par n'im- 
porte quelle lettre. On pourra donc, sans changer la valeur de l'in- 
ae définie, remplacer la lettre z par n'importe quelle autre 
ettre : 


b b b 
ff(oar= Í f (f dt= . . . = $ f (2) dz. 
a a a 
Remarque 2. Lorsque nous avons introduit la notion d’in- 
tégrale définie ( f (x) dr, nous avons supposé a < b. Si b <a, 
on prendra par définition 
b a 
f f(a) dr= — f f(a) dz. (25) 
Ainsi, 
0 5 
| 2 dr= — | 2 dz. 
5 8 
Remarque 3. Enfin, si a = b, on posera par défini- 
tion pour toute fonction f (x) 
Lrta dr=0. (26) 
a 


Ceci est naturel du point de vue géométrique. En effet, la lon- 
gueur de la base du trapèze curviligne est nulle, et donc son aire 
aussi. 
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Exemple 1. Calculer l'intégrale 
b 
| kzdz (b > a). 
a 


Solution. Géométriquement, le problème revient à calculer l'aire Q 
du trapèze formé par les droites y — kz, z — a, x = b, y = 0 (fig. 215). 
La fonction y — kz sous le signe somme est continue. Par conséquent, il 
nous est permis dans le calcul de l'intégrale définie, comme on l’a noté plus 
haut, de découper le segment [a, b] arbitrairement et de choisir des Ex inter- 
médiaires arbitraires. Le résultat du calcul ne dépend pas du procédé de cons- 
truction de la somme intégrale, sporu que le plus 
grand des segments partiels tende vers zéro. 
š ataron le segment fa, b) en n parties 
gales. 
La longueur Az de chaque segment est Az = 
on qu'on appelle e pas » de la division. Les 


abscisses des points de division sont: 
To =a, z; = a + Az, 
za =a + 2Az, ..., Zp =a + nAxz. 
Prenons pour points En les extrémités gauches 


de chaque segment 
ki =a, Es = a + Az, Es = a + 247, ..., Fig. 215 


En = a + (n — 1) Az. 
Formons la somme intégrale (1). On déduit de f (Er) Ei 
&n = kẹAz + kEzAz +... + kE, Az = 
= kabz + [k (a + Az) Az +... + {k [a + (n — 1) Ax]} Az = 
= k {a + (a + Az) + (a + 2Az) +... + [a + (n — 1) Az]} Ar = 
= k {na + [Az + 2Az +...+ (n — 1) Az]} Az = 
=k{n 4+ [1 4+2+...+ (n — 1)] Az} Az, 


où Ar=Ż—? , Etant donné que 
142+... + (ge ARA 

(la somme d'une progression arithmétique), 

— n(n—1) b—a ] b—a _ n—1 b—a 

Son =k [ n I | nf a+ = 5 Je-A 

Comme lim KEE on a: 

no 

5 b—a b2 — a2 
jm sn=Q=k CHE 5 ICE r s 


Ainsi, 
b 
| kzdr=k PTE, 
H 2 


Le calcul de l'aire ABba (fig. 215) en géométrie élémentaire est trivial. Le 
résultat est le même. 
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b 
Exemple 2. Calculer | z2 dz. 
D 


Solution. L'intégrale donnée est égale à l'aire Q du trapèze curviligne 
formé par la parabole y — z%, les droites z — b et y — 0 (fig. 216). 
Découpons le segment [0, b] en n parties égales par les points: 


Zo = 0, z; = Az, 22 = 2Arz, ..., Zn = b = når, 
E 
D 


Prenons pour Er les extrémités droites des segments. 
Formons la somme intégrale: 


Y pi s&n = Az + äs +... + as — 
= ([(Az)? Az + (24z)° Az +... + (nAz)! Az] = 
= (Az) [13 + 24 ...+ n°]. 
Comme on sait 


12.123 +314... pr BRUET, 


donc 
b n(n+41)(2n+1) b3 1 11. 
(a) (et) : 
b 
0 Tr b lim m=Q0= f adz À. 
e n-o 
Fig. 216 0 


b 

Exemple 3. Calculer Í m dz (m= const). 
a 

Solution. 


b n n 
f mdz= lim » mAzi= lim m Az; = 
a max âx; >01 max Asch 571 


n 
=m lim d Az; = m (b—a). 
max Axp>0 à d ( ) 
n 
lci Ý) Az; est la somme des longueurs des segments partiels constituant 


(es) 
le segment Io, b]. Quel que soit le découpage, cette somme est égale à la 
longueur du segment b—a. 


b 
Exemple 4. Calculer | az. 


a 
Solution. Divisons de nouveau le segment Io, b] en n parties égales ` 
zung Z—0a+ Az, ..., 2n=0+nAx; 
Ara b—a 
n 
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Prenons pour points Ẹ; les extrémités gauches. Formons la somme intégrale : 
Sn=esAz+ettéxas h no Let Urs 
zept Lebrteiiärt,,, Lef ibnäs, 
L'expression entre parenthèses est une progression géométrique de raison 


az et de premier terme 1, donc, 


fia 4 Az 


Sn = es Az = en ("^ 4) 
ne ex ( ) ei 1 
On a ensuite: 
nAz—b—a : lim = 1. 


( D'après la règle de L'Hospital, lim ?7=lim-=1.) Par conséquent, 


z—0 


lim sn = Q= ea (ea—1).1=eb— ea, 
no 
c'est-à-dire 


b 
f ex dz =eb— ea, 
a 


Remarque 4. Les exemples traités montrent que le calcul 
des intégrales définies en tant que limites de sommes intégrales est 
sujet à des difficultés considérables. Même quand les fonctions à 
intégrer sont très simples (kx, z?, e”), ce procédé exige des calculs 
fastidieux. Les calculs deviennent inextricables quand il s’agit de 
fonctions plus compliquées. Il est donc naturel de chercher une mé- 
thode pratique de calcul des intégrales définies. Cette méthode, due 
à Newton et à Leibniz, utilise le lien profond entre l'intégration et 
la dérivation. Les paragraphes suivants du présent chapitre ont pour 
objet l'exposé des fondements de cette méthode. 


§ 3. Propriétés fondamentales de l'intégrale définie 


Propriété 1. On peut sortir un facteur constant de sous le 
signe somme: si À = const, 


b b 
f Af (z) de = A Í f (2) dz. (1) 
Démonstration. 


b n 
| Af(z)dr= lim Y Af Ans 
a max Arj;—0 i==1 


n b 
=A lim J f($) Az = 4 $ f (2) dz. 


max Ax; —>0 i51 
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Propriété 2. L'intégrale définie de la somme algébrique de 
plusieurs fonctions est égale à la somme algébrique des intégrales des 
fonctions. Ainsi, dans le cas de deux fonctions 


b b b 
f HORSA (lds= | fi (x) dx + lr dz. (2) 


Démonstration. 


b n 
Ia 1 kids lim D A E + RG) = 


x 


— lim Bt h È) Aa + È RE) Az ]= 


max Ax;—>0 


= lim Zimiäst / lim À ED Ae 


max Ax;—>0 fei Axi—>0 


b 
— nde {near 


La démonstration est valable pour un nombre arbitraire de 
fonctions. 

Les propriétés 1 et 2, démontrées pour les cas a < b, subsistent 
pour a > b. 

Cependant, la propriété suivante n’a lieu que pour a < b: 


Propriété 3. Si sur le segment la, bl, (a < b), les fonctions 
f(x) et ọ (x) satisfont à la condition f (x) < ọ (x), on a 


b 
À (0 dr € | pa dr. o 


Démonstration. Considérons la différence 
b b b 
| o (2) dz — tege let — "télé 
= lim > [o(&:) — (Goal Az. 


max Axÿ-»0 i 


On a ọ (¢:) — f (E:) > 0, SS > 0. Donc, chacun des termes est 
positif ou nul, il en est de: même de la somme et de sa limite: 


b 
sta —f (ad: >0 


ou 
b b 
EE 
d'où l'on déduit l'inégalité (3). 
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Si f(x) > 0 et ọ (x) > 0, la fig. 217 donne une illustration géo- 
métrique de cette propriété. Il résulte de œ (x) > f (x) que l'aire du 
trapèze curvilgne aA:Bib n'est pas supérieure à celle du trapèze 
aA 2B2b. 


Propriété 4. m et M étant respectivement la plus petite et 
la plus grande valeur de f (x) sur le segment la, b) et a <b, on a 
b 
m(b—a)< Í f (z) dr < M (b — a). (4) 
a 
Démonstration. On a par hypothèse 
m <f (a) <M. 
On déduit de la propriété (3): 
b b b 
| mdz < | f (z)dz < | M dz. Gi 
a a a 
Or, 
b b 
| mdr=m(b—a)}, Í Mdr=M(b—a) 
a a 


(voir exemple 3, § 2, ch. XI). Substituant ces expressions dans 
l'inégalité (4°), on obtient l'inégalité (4). 


Fig. 217 


Lorsque f (x) > 0, cette condition est illustrée géométriquement 
par la fig. 218: l'aire du trapèze curviligne aA Bb est comprise entre 
les aires des rectangles a4;B,b et aA2B2b. 


Propriété 5 (Théorème de la moyenne). 
La fonction f (x) étant continue sur le segment la, bì, il existe sur ce 
segment un point E tel que l'on a: 


b 
| f(a) dz= (b — a) f(D. (5) 
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Démonstration. Soit, pour fixer les idées, a < b. Si 
m et M sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur 
de f (x) sur la, bl, on a, en vertu de la formule (4), 


b 
m< + fi) dr< H. 
— aa 


D 
rod, où mEU< M. 
— «Ga 


f(x) étant continue, elle prend toutes les valeurs comprises 
entre m et M. On aura donc pour une certaine valeur § (a < E < b) 
u = f ($), soit 


b 
Lite 70910 — a. 


Propriété 6. a, b, c étant trois nombres arbitraires, on a 
b c b 
f F da= | f (2) de + | f (2) da, (6) 


pourvu que ces trois intégrales existent. 


Démonstration. Supposons d'abord que a <c<b et 
formons la somme intégrale pour la fonction f (x) sur la, bl. 

Etant donné que la limite des sommes intégrales ne dépend pas 
du mode de découpage de fa, bl, nous découperons Ía, b} en segments 
partiels de sorte que c soil un point de division. Décomposons ensuite 


la somme intégrale J,» correspondant au segment la, bl, en deux 
a 


b 
sommes $ et 3 correspondant respectivement aux segments la, cl 
et [c, b]. On a dans ces conditions 

b c b 

DAE) An = D (E) Ari + DS E) Azi. 

a a e 


Passant à la limite quand max Az; + 0, on obtient la relation (6). 
Si a < b <c, on peut écrire, en vertu de ce qui précède: 


c b c 
f f(x dr = Ÿ 1 (a) ds + rd 
ou 


b c € 
lrtés-Jigée — | J (2) ds; 
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mais, en vertu de la formule (4) du § 2: 
H b 
| (x) dz = — | f(x) dz, 
b c 
par conséquent 
b c b 
| (æ) dz= f Fa) de + $ f (2) de- 
a 


On démontre d’une manière analogue cette propriété pour un 
agencement quelconque des points a, b et c. 

La fig. 219 illustre la propriété 6 dans le cas où f(x) > O et 
a <c<b: l'aire du trapèze aABb est la 
somme des aires des trapèzes aACc et cCBb. 


$ 4. Calcul de l'intégrale définie. 
Formule de Newton- Leibniz 


Dans l'intégrale 


b 
j f (z) dx Fig. 219 


fixons la borne inférieure a et faisons varier la borne supérieure b. 
La valeur de l'intégrale variera en conséquence, c’est-à-dire que 
l'intégrale sera une fonction de sa borne supé- 
rieure. 

Désignons la borne supérieure par z pour revenir à des notations 
familières et, pour éviter toute confusion, désignons la variable 
d'intégration par t. (La valeur de l'inté- 
grale ne dépend pas de la désignation de 
la variable d'intégration.) On a l’inté- 


grale f 1 (t) dt. a étant constant, cette 


Y 


ANN! 


EN 


EN 


a 
intégrale est une fonction de sa borne 
supérieure z. Soit ® (x) cette fonction: 


SK 
es 


D(x)— j f (8) dt. (1) 


Fig. 220 


Si la fonction f (t) est non négative, ® (x) est numériquement 
égale à l'aire du trapèze aA Xz (fig. 220). Il est évident que cette aire 
varie avec z. 

Trouvons la dérivée de ® (z) par rapport à z, c'est-à-dire la 
dérivée de l'intégrale (1) par rapport à sa borne supérieure. 
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Théorème 1. f (x) étant une fonction continue et si l'on pose 
x 


D (a) = | 76 de, 
D (x) = f @). 
En d’autres termes, la dérivée d'une intégrale définie par rapport 
à sa borne supérieure est égale à la fonction sous le signe somme dans 
laquelle la variable d'intégration a été remplacée par la valeur de la 
borne supérieure (sous la condition que la fonction sous le signe som- 
me soit continue). 


Démonstration. Donnons à la variable z un accroisse- 
ment arbitraire Az positif ou négatif; on a (compte tenu de la pro- 
priété 6 de l'intégrale définie) : 

x+Ax x x+ôx 
Dxtar= | f dt=ff(dt+ | fa. 
a a x 
L'accroissement de la fonction ® (x) est égal à 
AD = Ò (x + Az) Ota 


x x+Ax x 
SG EEGENEN 
u x a 
soil 
x+8x 
AD— $ (at. 
x 
Appliquons à cette dernière intégrale le théorème de la moyenne 


(propriété 5) 
Ad = f (Ẹ) (x + Az — x) = f (E) Az, 
où Ẹ est compris entre z et z ṣẹ- Ae, 


Formons le rapport de l'accroissement de la fonction à l’accrois- 
sement de la variable: 


Ad _ f(E)Az ` 
RE CSS 


Par conséquent, 
D'(x)= lim ou lim /(Ë). 
Ax+0 Ärt  Ax-+0 
Mais comme £ — x quand Az —> 0, on a 
li = li i 
dim f im 1) 
et comme f (x) est continue 
lim f ($) = f (2). 
Ex 


On a done ®' (z) = f(x) et le théorème est démontré. 
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Ce théorème admet une illustration géométrique simple (fig. 220) : 
l'accroissement AD = f (EI Az est égal à l'aire du trapèze curviligne 
de base Az et la dérivée D’ (x) = f (x) est égale à la longueur du 
segment zX. 


Remarque. Il résulte notamment du théorème démontré 
que toute fonction continue admet une primitive. En effet, si la fonc- 
tion f (t) est continue sur le segment Je, xl, comme il a été indiqué 


au § 2, chap. XI, l'intégrale | f (t) dt existe, c'est-à-dire qu'existe 
a D 


la fonction 
D()— ECOLE 


qui est, comme on l'a démontré ci-dessus, une primitive de f (x). 


Théorème 2. F (x) étant une primitive de la fonction conti- 
nue f (x), on a 


Inn F (b) — F (a). (2) 

Cette formule est appelée la formule de Newton-Leibniz *). 
Démonstration. Soit F (xz) une primitive de f(x). 
D'après le théorème 1, la fonction f f (t) dt est aussi une primitive 
de f (x). Or, deux primitives arbitraires d’une fonction donnée se 


distinguent par une constante C *. On peut écrire, par conséquent, 


Toad Ft +0. (3) 


C* étant adéquatement choisi, cette égalité est vraie pour tous les 
z, c'est donc une identité. Pour déterminer la constante C*, posons 
dans cette identité x = a; alors 


jroa—Fç@+c e 


ou 


0 = F (a) + C*, 
C* = —F (a). 


` _*) Notons que cette appellation de la formule (2) est conventionnelle, car 
ni Newton ni Leibniz n'ont donné explicitement cette formule. Mais il est 
important de souligner que ce sont précisément Leibniz et Newton qui, les 
premiere ont établi le lien entre Aes Kelte et la dérivation ayant permis 
’énoncer une règle de calcul des intégrales définies. 


donc 
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Par conséquent, 
ja F (x) — F (a). 
Posant z — b, on obtient la formule de Newton-Leibniz: 
fra F (b) — F (a) 
ou, en revenant à la variable d'intégration x, 
(née F(b) — F(a). 


Notons que la différence F (b) — F (a) ne dépend pas du choix 
de la primitive F, car toutes les primitives se distinguent les unes 
des autres par une constante qui disparaît dans la soustraction. 

Introduisant la notation *) 


F (b) — F (a) = F (2) |a» 


on peut mettre la formule (2) sous la forme 
b 
| F (2) dr= F (z) È = F (b) — F (a). 


La formule de Newton-Leibniz fournit un moyen de calcul pra- 
tique des intégrales définies quand on connaît une primitive de la 
fonction à intégrer. C’est la découverte de cette formule qui a conféré 
à l'intégrale définie la portée qu'elle a aujourd'hui en mathéma- 
tiques. Bien qu'un processus analogue au calcul de l'intégrale 
définie en tant que limite d’une somme intégrale fût déjà connu dans 
l'Antiquité (Archimède), les applications de cette méthode étaient 
limitées toutefois aux cas les plus simples où la limite de la somme 
intégrale pouvait être calculée directement. La formule de Newton- 
Leibniz a considérablement étendu le domaine d'application de 
l'intégrale définie, les mathématiques ayant reçu une méthode 
générale permettant de résoudre différents problèmes parti- 
culiers, et il en est résulté un élargissement considérable de la sphère 
des applications de l'intégrale définie en technique, en mécanique, 
en astronomie, etc. 


*) On utilise les deux transcriptions équivalentes 
F (b)—F (a) =[F (2)? 
et 
F (b)—F (a)= F (x) |. 
Nous utiliserons par la suite indifféremment l'une ou l'autre transcription. 


Sal CHANGEMENT DE VARIABLE DANS UNE INTÉGRALE DÉFINIE 


Exemple 1. 
tone) pe 
CHEN 
a 
Exemple 2 
Es z3 jb ba 
fa ée | = —— 
5 a 3 
Exemple 3. 
b 
anti jb bai antl 
peenar h ar CA 
Exemple 4. 
p b 
[ef dr—ex| —eb—ea, 
a a 
Exemple 5. 
2n on 
[ sinz de= ons = — (cos 2n — cos 0) =0. 
0 
Exemple 6. 


1 
zdz H 5 
10% -Vr Täl -V2-1. 
) Ces Vis | V2-1 


$ 5. Changement de variable dans une intégrale définie 
Théorème. Soit donnée l'intégrale 


b 
f f(x) dz, 


où f (x) est continue sur le segment la, b). 
Introduisons la nouvelle variable t par la formule 
z = ọ (t). 
e ẹ (t) 
1) ¢ (@) = a, ọ (B) = b, 
2) ọ (t) et ve (t) sont continues sur le segment la, fl, 
3) f lọ ()1 est définie et continue sur læ, BL alors 


b B 
f 1) de= f fle (Olv (9 dt- 
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(1) 


Démonstration. Si F (z) est une primitive de f (x), on 


peut écrire les égalités suivantes: 
f fæ dr=F (3) +C, 
f fie Ole (de= Fleiäl L€ 


(2) 
(3) 


dont on vérifie la légitimité en dérivant les deux membres par rap- 
port à t. (Elle résulte aussi de la formule (2), § 4, chap. X.) On 
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déduit de l'égalité (2): 
Ire Ki EUR Fa 
et de l'égalité (3): 
[ior o a= FROM = 
= Eis EI — Fe (= Au — Fo). 


Les seconds membres de ces égalités sont égaux et, par conséquent, 
les premiers le sont aussi, c. z f.d. 


Fig. 221 


Remarque. Dans le calcul de l'intégrale définie par appli- 
cation de la formule (1) nous ne revenons pas à l'ancienne variable. 
Les valeurs numériques des deux intégrales de l'égalité (1) sont 
égales. 


Exomple. Calculer EN 


tee 


Solution. Faisons le ait de variable : 
z=rsint, dz=rcost dt. 
Déterminons les nouvelles limites : 
z=0 pour t=0, 


x 
z=r pour t=. 


Par conséquent, 
a 2 


[Var í Vrai Fi r cost der À V1—sin? t cost dt = 


Ei EU n 
T 2 P 7 
— Lean) (++ 002) ar [++ DES Lie: 
Gtométriquement, SE avons calculé l'aire du quart de cercle x2+y2=7r3 
ig. 221) 
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$ 6. Intégration par parties 
Soient u et v deux fonctions de z dérivables. On a 
(uv) = u'v + uv’. 


Intégrons les deux membres de cette identité de a à b, on obtient: 
b b b 
fu) dx = Su'var+ fuv dz. (1) 
a a a 


b 
Etant donné que Í (uv) dx = uv + C, on a { (uv) dx = uv |8; 
a 
on peut donc écrire l'égalité (1) sous la forme 
b b 
uv? = | vdu + u dv, 
a a 
ou, en définitive, 
b b 
fu du= uv? — ) v du. 
a a 
n 


"2 
Exemple. Calculer l'intégrale 7, = f sinn zdz. 
ù 


n n bi 
2 2 2 
In = Į sinn z dz= ( sin) e gin z de — Í sinn-1x d cos z= 
0 o 0 SeA br 
n x 
7 zZ 


= —8jin™-1 z cos z 


o +(n—1) | sinn-2 zco z cos z dr= 
0 
n D 
2 E 
= (n— 1) | sinn-2 z cos? z dr=(n— t) | sinn-2 z (1 —sin? x) dz = 
0 0 
z z 
2 


— (n— 1) Î sinn-2 zdz - (n—1) Î sinn z dz. 
0 0 


Avec les notations choisies, on peut recopier la dernière égalité sous la 


forme 
In=(n—1) 1n-2—(n—1) In 
d'où l'on trouve : 


In. (2) 


On trouve de même : 


29— 1162 
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et donc 


—1 n—3 
Ines SC MA 


En continuant ainsi, on arrive jusqu'à Je ou Ir, selon la parité de n. Exami- 
nons les deux cas : 
4) n est pair, n—2m: 


än 2m—3 She. 
M 2m m2 4 20 


2) n est impair, n—2m+1: 


} 2m  2m—2 4 2, 
20H 3m4 2m—1 A De 
mais 
n n 
z7 E Se 
lo= | sint z dz = | deg, 
a ô 
Eu 
2 
I= | sinz dr=4, 
ô 
donc, 
r 
2 
2m—1 2m—3 5 3 í nxn 
= HA eg à ees 
fa = f sin ade =- 3a  dn-2 64 2 2 
z 
2 
- 2m 2m — 2 6 4 2 
= Ë sin2m+ SEN, E SE 
fant À sinimt nde Se TH Ce WE dd 


De ces deux formules résulte la formule de Wallis, quiexprime + sous 
forme de produit infini. 
En effet, on déduit de ces deux dernières formules en divisant membre 
A membre: 
GE (Te 2 WS CH (3) 
2 \3-5...(2m—1)7 Zett fou 
Montrons maintenant que 
lim Jm 
mo Ims 


=í. 


On a quel que soit z dans l'intervalle (0 +) 
sin?m-1 z > sin?™M z > sin?mti x. 
Intégrant de 0 à KE . on obtient 


2 
Im- P Jam > Tomé 
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d'où 
dma Lim 

>< >l. (A 

Ima Tmn e 


Il résulte de l'égalité (2) 


I ima 2m |1 
Tamsi 2m+i 2m 


Par couséquent, | 
EE 


lim 
De LS mMm—00 2m 
On déduit de l'inégalité (4): 
lim em 4. 
m—œ Jzm+1 


Passant à la limite dans (3), on obtient la formule de Wallis: 


=lim TRES A ee) mo] 


m0 


Ou peut recopier cette formule sous la forme : 
2 2 4 4 6 2m—2 2m 2m ) 


n 
M ET on TS 5 t mt Bm i Bm FT 
§ 7. Intégrales impropres 


l. Intégrales avec des bornes infinies. 
Soit f (x) une fonction définie et continue pour tous les x tels que 


Fig. 222 


aK z< + œ. Considérons l'intégrale 
b 
I (b) = $ (x) dz. 
a 


Cette intégrale a un sens pour tout b œ> a. Quand b varie, l'intégrale 
varie, elle est une fonction continue de b (voir $ 4, ch. XI). Etudions 
le comportement de celte intégrale lorsque b— Lea (fig. 222). 


Définition. Lorsque gé limite suivante 


lim (rd dx 


b—+—+o a 
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existe, et cette limite est appelée intégrale impropre de la fonction 
f (x) sur l'intervalle [a, +00], on la représente par 


+oo 
f f (2) dz. 
On a, par définition, 
+0 b 
| f(x)4x= lim f f (2) dz. 
a bo a 
+ 
On dit encore que l'intégrale $| f(x) dx existe ou converge *). Si 
a 
b 
f f(x) dx n'a pas de limite finie lorsque b—> +, on dit que 
a 


ke 
 f (x) dx n'existe pas ou diverge. 


Il est facile de voir quel est le sens géométrique de l'intégrale 

ke b 

§ f(x) dz lorsque f(x) > 0: si l'intégrale | f(x) dz représente 
a 


> 


cd 


fdr 
fiz 


Fig. 223 


l'aire du domaine délimité par la courbe y = f (x), l'axe des abscis- 
ses et les droites z = a, x = b, il est naturel de dire que l'intégrale 


Ae 
S f (x) dz exprime l'aire du domaine infini compris entre les courbes 
y= f (z), z = a et l'axe des z. 


On définit d'une manière analogue les intégrales dans d'autres 
intervalles infinis: 


Jrad lim Ié 


+o% e +00 
rod Liëser f f(e) dz. 


ei On l'appelle aussi parfois intégrale impropre. 
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Cette dernière égalité doit être comprise comme suit : si chacune des 
intégrales du second membre existe, on dira que l'intégrale du pre- 


mier membre existe (converge). 
Exemple 1. Calculer l'intégrale 


dz Par 
j (es (voir fig. 223 et 224). 
Solution On a, par définition, 
Le d 


z ` dz 
| ania fapa 


= lim senz, lim lim arc tb=7 
bake 
L'intégrale ie exprime l'aire du 
domaine infini hachuré sur la fig. 224. Fig. 225 


Exemple 2. Discuter les valeurs de o pour lesquelles l'intégrale 
+ dz 
{ 
converge ou diverge (fig. 225). 
Solution. Etant donné que (pour o + 1) 


b 
Ee 1 -a Seil 
ja La ! 
on a 
+œ 
dz i; IL we 
f a” a rer due. | 
Par conséquent, 
jede 1 z 
si ost, f aoa Le l'intégrale converge ; 
+œ dz 
Si oct, f — = ©, l'intégrale diverge. 
1 TZ 
d + 
Lorsque &-—1, f ZL L TS: l'intégrale diverge. 


e Le de 
Exemple 3. Calculer | Lin 
ECH 


Solution. 
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La seconde intégral: st égale à + (voir exemple 1). Calculons la pre- 
mière intégrale : 


f Ee Dm N ee li arctgz| = 
ES 14-23 aso à 1+7t a=- a 
= lim (arctg 0—arc ga) +. 
Q> 
Par conséquent, 
d EEGEN 


Dans beaucoup de cas, il suffit d'établir que l'intégrale donnée 
converge ou diverge et d'évaluer sa valeur. Il est utile de se reporter 
à cet effet aux théorèmes suivants que nous nous bornerons d'énon- 
cer et dont nous montrerons les applications sur des exemples. 


Théorème 1. Si, quel que soit x (x > a), on a l'inégalité 
0 <f (2) < ẹ @) 


+œ Le 
et si | (x) dx converge, | f (x) dx converge aussi et 
a a 


+00 Lee 
f Fdz < f (x) dz. 


ke dz 
Exemple 4. Etudier la convergence de l'intégrale ne e 
f z? (14 e*) 


Solution. Remarquons que pour i <z 


4 1 
sët Lei SECH 


Ensuite, 
tori 1 Le 
dr ——| =i 
T 1 
Donc, 
+ dz 
z2(1-4-e*) 


converge et est inférieure à l'unité. 
Théorème 2. Si, quel que soit x (x > a), on a l'inégalité 
Lee + co 
O<(z) Lf(x) et si fe (z) dx diverge, l'intégrale \ f (x) dr 
a o 


diverge aussi. 
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Exemple 5. Etudier la convergence de l'intégralo 


zli 
— Az. 
On remarque que 
ei) zs / 
Va" Va Wa 


Or, 


Par conséquent, l'intégrale donnée diverge. 


Les deux théorèmes précédents concernaient des intégrales à 
domaines d'intégration infinis, la fonction sous le signe somme 
étant non négative. Lorsqu'on intègre dans un domaine infini une 
fonction f (x) à signe variable, on a le théorème suivant. 


Lee 
Théorème A Si l'intégrale $ | f (z) | dx converge, il en 
a 


Lee 
est de même de | f(x) dz. 
a 
On dit alors que cette dernière intégrale est absolument convergente. 
Exemple 6. Etudier la convergence de l'intégrale 


i sin z dz. 


E 
1 


Solution. Ici, la fonction à intégrer est à signe variable. On a 


î ke 
sin z 1 š dz 1 Le 14 
ZIL we f Seh 
- to) sinz 
Par conséquent, l'intégrale f | a | dz converge. Il en résulte la conver- 


gence de l'intégrale donnée. 


2. Intégrale d'une fonction discontinue. 
Soit f (z) une fonction définie et continue lorsque a < x <c, la 
fouction n'étant pas définie au point z = c, ou bien encore ayant 


c 
une discontinuité. On ne peut définir alors f f (z) dx comme limite 
a 
de sommes intégrales, f (x) n'étant pas continue sur le segment la, cl 
et cette limite pouvant ne pas exister. 
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On définit comme suit l'intégrale i f(x) dr d'une fonction 
a 
fi)discontinueau point c: 


€ b 
fil) dz= lim ff (2) dz. 


Cette intégrale est dite convergente lorsque la limite du second 
membre existe, et divergente dans le cas contraire. 

Si la fonction f (x) a une discontinuité à l'extrémité gauche du 
segment Io, c] (c'est-à-dire pour z = a), on pose, par défi- 
nition, 


Í (2) dr = lim f f(z) dz. 
a b—>a+0 b 


Si f (x) a une discontinuité en un point z = zoà l'intérieur 
du segment [a, cl, on pose 


(mée ta de + Inn 


lorsque les deux intégrales du second membre existent. 


Exemple 7. Calculer 


Solution. 
b 
dz S dz . b 
j Is Sc Mis De Flo 


=— lim 2[V1—b—1]=2 
baio [ l 


1 
Exemple 8. Calculer l'intégrale | Z. 
fa? 


Solution. La fonction sous le signe somme ayant une discontinuité 
au point z—0, on décomposera l'intégrale en deux : 


1 E 1 
f f= lim f SALE 
17 e10 ‘4 F eatp T 
Calculons chaque limite séparément : 
V 1 e 1 1 
CT + s LL). 
GER D z3 e10 z 1-1 WE ( & —i = 
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Par conséquent, l'intégrale diverge dans l'intervalle [—1, 0]: 
1 
dz 1 
lim {= lim (1——) =. 
Per) H E GE ( Ki ) SS 
Donc, l'intégrale diverge également dans l'intervalle [0, 1]. 
On voit que l’intégrale donnée diverge sur le segment [— 1, 1]. 


Si l'on avait int en omettant la discontinuité au point z=0, on 
aurait obtenu un résultat erroné. En effet, 


1 dz 1 
E E 
Zu —1 1  —1 


Ee z 
ce qui est évidemment faux (fig. 226). 


Remarque. Si la fonction f (x) définie sur le segment [a, b] 
possède sur ce segment des discontinuités en nombre fini aux points 
Ai, A2, - . - Ans On définit l'intégrale de 
f (x) sur le segment Io, b] comme suit: 


b LE 
Sr dz= f f (a)dz + 


ag b 
+f iædz+... t f f(x) dz, 


si chacune des intégrales de droite converge. 
Si l’une quelconque de ces intégrales diver- 


b 
ge, alors (f(x) dr est dite divergente. 


a 
Pour déterminer la convergence des intégrales des fonctions dis- 
continues et évaluer leurs valeurs, il est souvent possible d'utiliser 
des théorèmes analogues aux théorèmes sur les intégrales avec des 
bornes infinies. 


Théorème 1’. Si les fonctions f (x) et q (x) sont discontinues 
au point c du segment Io, cl, si l’on a en chaque point de ce segment 
l'inégalité 

| o) >f) 
La 
et si | q (x) dx converge, il en est de même de | f (x) dz. 
a a 

Théorème 2’. Si les fonctions f (x) et @ (x) sont discontinues 

au point c du segment |a, cl, si l’on a en chaque point de ce segment 
, OPROPPE ? 

et si f ọ (x) dx diverge, il en est de même de \ f (x) dz. 
a a 


Théorème 3. Si la fonction f (x) est de signe variable sur le 
segment Io, cl, si elle est discontinue seulement au point c et si l'inté- 
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E 
grale À | f (x) | dx de la valeur absolue de cette fonction converge, 
a 


il en est de même de À f (x) dz. 
a 


Souvent on prend comme fonction de comparaison. 


1 
Ce 


Il est facile de voir que fz 


Ta dx converge pour a< 1, diver- 
ge pour a > 1. 


Ceci concerne également les intégrales f SC dz. 
a ZZ 


1 
K d 1 
Exemple 9. L'intégrale | ——— 

J ECHT 


Solution. La fonction à intégrer eet discontinue à l'extrémité gauche 


dx converge-t-elle ? 


du segment [0, 1]. On obtient, en la comparant à la fonction z s 
T 
RS 
Vz4-48 "Ve 
1 
L'intégrale ( SC ze existe. Il en résulte que len P’intégrale 


de la fonction donnée: qui est plus petite, existe aussi. 


§ 8. Calcul approché des intégrales définies 


Nous avons indiqué à la fin du chapitre X que la primitive d'une 
fonction continue arbitraire peut ne pas s'exprimer au moyen de 
fonctions élémentaires. Le calcul des intégrales définies par appli- 
cation de la formule de Newton-Leibniz est alors difficile et on a 
recours à diverses méthodes de calcul approché. Nous allons exposer 
maintenant plusieurs méthodes d'intégration appr oc hée, en 
partant de la notion d'intégrale définie comme limite d'une somme. 


4. Formule des rectangles. Soit donnée sur le 
segment la, El une fonction continue y = f (x). On se propose de 
calculer l'intégrale définie 


b 
i) f(x) dz. 


Découpons le segment Ta bl par les points a — Zo, Zi, Tz, ... 
.., Zn = D en n parties égales de longueur Az: 
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Désignons ensuite par Yo, Yi, Y2» + - -, Yn_1r Yn les valeurs de la 
fonction aux points To, Zi, Z2, - vn Zn, Soit: 


Yo = f (z0); nm —=f(@);... 3 yn = f (a). 
Formons les sommes 
yoAz + yiAz + ... + YnaAT, 
Yı Az + yz Ar + ... + Yn Az. 


Chacune de ces sommes est une somme intégrale pour la fonction 
f (x) sur le segment Io, b) et, par conséquent, représente approxima- 


tivement l'intégrale 
b 
b= 
Lrtoa dr zi 
a 


n 


Zi LD + Va + + + Yni), (1) 


è b—a f 
Lider H yn). (17) 


Ce sont les formules des rectangles. Il résulte de la fig. 227 que si f (z) 
est une fonction positive croissante, la formule (1) représente l'aire 


O| Zoa Ty 2 or Zus T 
Fig. 227 Fig. 228 


des rectangles se trouvant sous la courbe y = f (x) et (1°) l'aire des 
rectangles empiétant sur la courbe. 

L'erreur commise en calculant l'intégrale selon la formule des 
rectangles est d'autant plus petite que n est plus grand (c'est-à-dire 


que les segments partiels Ar = 2 sont plus petits). 


I. Formule des trapèzes. Il est naturel d'espérer 
une valeur plus exacte de l'intégrale définie si l’on remplace la courbe 
donnée y = f(x) non par une courbe en escalier, comme pour la 
formule des rectangles, mais par une ligne brisée inscrite 
(fig. 228). On prend alors au lieu de l'aire du trapèze curviligne 
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aABb la somme des aires de trapèzes rectangles dont les cordes 
AA, A140, -.., An-1B figurent parmi les côtés. Les aires de ces 


trapèzes étant successivement Hem Ax, Se Ax, etc., on a: 
b 
POLE CET ETES 3 
a 


apai), 
2 
ou 


b — 
fidem =e (HEA put purs). (2) 


C'est la formule des trapèzes. 
Le nombre n est pris arbitrairement. Plus n est grand et plus les 


Zt sont petits, plus précise est l'appro- 


segments partiels Ar = b 


ximation fournie par l'expression du second membre de l'égalité 
approchée (2). 


IT. Formule des paraboles (formule de 
Simpson). Partageons le segment [a, b] en un nombre pair 
n = 2m de parties égales. Remplaçons l'aire du trapèze curviligne 
correspondant aux deux premiers segments Le, zl et Io, z2) et 
délimité supérieurement par la courbe donnée y = f (x) par celle 
d’un trapèze curviligne semblable délimité par une parabole 
du second degré passant par les trois points: 


M (zo, Yo); Mi (t1, Hd: Ma (ta, y2), 


et dont l'axe est parallèle à l'axe Oy (fig. 229). Nous appellerons un 
tel trapèze un trapèze parabolique. 
L'équation d'une parabole dont l'axe est parallèle à l'axe Oy 
s'écrit 
y = Ar + Bz + C. 


On détermine les coefficients A, B, C univoquement de la condi- 
tion que la parabole passe par les trois points donnés. On construit 
des paraboles analogues pour les autres paires de segments. La somme 
des aires des trapèzes paraboliques fournira une valeur approchée 
de l'intégrale. 

Calculons d'abord l'aire d'un trapèze parabolique. 
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Lemme. Un trapèze curviligne délimité par la parabole 
y = A + Br +C, 
l'axeOx et deux droites parallèles à l'axe Oy et distantes de 2h a pour aire 


DEE + ya), (3) 
où Dn et yz sont les ordonnées extrêmes et y, l'ordonnée de la courbe 
au milieu du segment. 


Démonstration. Prenons les axes de coordonnées comme 
il est indiqué sur la fig. 230. 


D 


D 
y=Azt+BxtC 


Fig. 229 Fig. 230 


On déduit les coefficients de la parabole y = Aa + Bz + C 
des équations suivantes: 


he RC 


ëss y = C; (4) 


%—=h, y= AR LB LC 


Supposant les coefficients À, B, C connus, on calcule l'aire du 
trapèze parabolique au moyen de l'intégrale définie: 


Se d (4? + Bz + C) dr = 


=| ce] = À CA +60). 


Mais il résulte de l'égalité (4) 
Yo + Ap + y = 2Ak? + 6C. 
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Par conséquent, 


= À (yo + A + we 


c.q.f.d. 
Revenons à notre problème initial (voir fig. 229). Utilisant la 
formule (3), on peut écrire les égalités approchées (k == Az): 


À ro de Go + An +u, 


idées (ue + Ap Hy, 


| Idx = (Ba + hms E Bel 


x2m-2 


Ajoutant membre à membre, on retrouve à gauche l'intégrale 
cherchée et à droite sa valeur approchée : 


R Az 
f 52) de & = (vo + än + 242 + Aus +- -- 


; c++ + 2Vem-2 + Aën A + Yan), (5) 
ou bien 


b 
Iren 


Lo + Yem + 2e + Ve + 222 + am) + 


+ 4 (gi + pe +. + Yom1)]. 


C'est la formule de Simpson. Le nombre de points de division 2m 
est arbitraire, mais plus il est grand et plus la somme dans le second 
membre de (5) donne une valeur exacte de l'intégrale *). 


Exemple. Calculer approximativement 


2 
d 
Log 2= [ © 
1 
Solution. Divisons le segment |1, 2] en 10 parties égales (fig. 231). 
Posons ER 
Keeler 0, 1, 


zi Pour déterminer le nombre de points de division qu'il faut prendre 
pour calculer |’ intégrale avec une précision donnée, on pourra utiliser des for- 
mules permettant d'évaluer l'erreur résultant du calcul approché de l'intégrale. 
Nous n’indiquerons pas ici ces évaluations. 
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et formons le tableau des valeurs de la fonction sous le signe somme : 


Ys — 0, 66667 


L On obtient d’après la première formule des rectangles (1) : 
Kë ze DA (voty -i ve) = 0,1-7,18773 — 0,71877. 
On d'après la seconde formule des rectangles (1°) : 
i Z ee 0,1 (ui Va | V10) DA -6,68773 = 0,66877. 


ll résulte immédiatement de la fig. 231 que dans notre cas la première 
Sr donne la valeur de l'intégrale par excès et la seconde par 
aut. 


FA 
Te 


Fig. 234 
Il. On obtient d'après la formule des trapèzes (2) : 


2 
dr | 150,5 d 
f = # 0,1 (5 +6.18773) =0,69377. 
IHI. On a d'après la formule de Simpson (5): 
0,1 : 
-z © Tg lot He) 2 (y2 | Va ie Lt vel F4 (uit yst vs tut vol = 


e Ze (1+0,5+ 2-2,72818 +4- 3,45955) = 0,69315. 
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2 
En réalite, Log 2— f ZS 0,6931472 (à la septième décimale près). 
1 
Par conséquent, en divisant le segment [0, 1] en dix parties égales, la formu- 
le de Simpson donne cing décimales exactes ; la formule des trapèzes seulement 


trois, et nous ne pouvons répondre que de la première décimale lorsqu'on appli- 
que la formule des rectangles. 


$ 9. Formule de Tchébychev 


Dans les calculs techniques, on a souvent recours à la formule 
d'intégration approchée de Tchébychev. 
b 


Soit encore à calculer f f(x) dz. 


a 
Remplaçons la fonction sous le signe somme par les polynômes 
d’interpolation de Lagrange P (x) (§ 9, ch. VII) en prenant sur le 
segment fa, b] n certaines valeurs de la fonction: f (x), f (x2), . .. 
<. -s f (En), OÙ T1, £2, . - Zen sont des points arbitraires du seg- 
ment Te, bl]: 


(x — T) (£ — z3) . . . (£ —x,) 
Plg RES n 
oS cee mar nt 
(£ — 14) (£ — xs)... (£ — 
(22 — T1) (12 — Ts) - - . (£2 — Tn) 


(z es zı) (z ees Tə) ses (z IL Za A TG, (1) 
(Zn — 1) (En — 2) WEN (Zn — Ln—1) 
On obtient la formule suivante d'intégration approchée : 


b b 
| 1) dza f P (2) dz 2) 
qui, après des calculs, prend la forme 


b 
JI) de ~ Cif (a) + Caf (a) + +++ + Cnf (an), (3) 
où les coefficients C; sont donnés par les formules 
C= f Ga)... (su) — Tir). (E — En) Ae ui 
a (Ti — T4) - o (Xi — Ti—1) (Ti — Ti+) - - - (Li Zn) 


La formule (3) est lourde et incommode pour les calculs, étant 
donné que les coefficients C, s'expriment en fonction de fractions 
compliquées. 
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Tchébychev a posé le problème inverse: se donner non pas les 
abscisses zı, Z2, . . ., Zn, mais les coefficients Ch, C2, . .., Cn et 
déterminer les abscisses z4, £2, . .., Zne 

On prend les coefficients C; de manière que la formule (3) soit 
la plus simple possible pour les calculs. Il en est évidemment ainsi 
quand tous les C; sont égaux: 


Ci Ce 2: = Cr 


Désignant la valeur commune des coefficients C1, C2, .. . Can 
par Cn, la formule (3) devient 


b 
f 16 de æ Cn lf (2) + 12 +2. + fan] (5) 


La formule (5) représente, en général, une égalité approchée, 
mais si f (x) est un polynôme de degré non supérieur à n — 1, on 
a alors une égalité exacte. C'est cette circonstance qui permet 
de déterminer les quantités Ch, 21, £2, - ., Zn- 

Afin d'obtenir une formule qui convienne à tout intervalle 
d'intégration, ramenons le segment d'intégration la, b] au segment 
[—1, 1]. Posons à cet effet 


a+b  b—a 
2 t 2 


on aura alors x =a pour t = — À et x =b pour t — 1. 
Par conséquent, 


ZE 


t; 


f b—a t fa+b b—a _b—af 
free deb fa 2 T2 da- z Ju, 


où l’on a désigné par ọ (t) la fonction de t sous le signe somme. Par 
conséquent, l'intégration d'une fonction f (x) donnée sur un segment 
Io, bl peut toujours être ramenée à l'intégration d’une autre fonction 
y (x) sur le segment [—1, 1 

Ainsi, le problème revient à choisir les nombres Cn, 21, T2, . . En 
dans la formule 


Í pda = Cal (2) + Til +. +1 (en) (6) 
ed 


de manière que cette formule soit exacte pour toute fonction f (x) 


de la forme € 


f (1) = ao + mr + a? +... Han (7) 
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Remarquons que 
1 1 
LG di = f (oo + our + a? +... Hans) de = 
(3 d an- tazı) x : ; 
ER + ++ AS Res .+——] sin est impair; 
KI? cs | š S (8) 


SÉ si n est pair. 


RES een 


Par ailleurs, compte tenu de (7), la somme du second membre de 
l'égalité (6) est égale à 


Cn [nao + a (t1 +22 +--- + 2n) +H ali ++... 
+) EE T N tas + E E a) (9) 
Egalant les expressions (8) et (9), on obtient une égalité qui doit être 
vraie quels que soient ao, &, a2, . . ., An1: 


z(a Sr äi 


= C'n [nao Lat + 2e +... + an) + 
Halitit... Ha) +... 
Kat + ân- Gi ta +.. . LSM 


Egalons les coefficients de ao, Or, @2, . .., Gaz dans les deux 


membres: 
2—=C,n où GN 
titt EE TEE 
2 d 
atit... Ham =; ge 
dit, Lë 
i 2 n 
sitt.. HEr =n =p 


ee o 


On déduit les abscisses z4, £2, . . wn £n de ces n—1 dernières équa- 
lions. Ces solutions ont été trouvées par Tchébychev pour diverses 
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valeurs de n. Nous donnons ci-dessous les solutions qu'il a trouvées 
lorsque le nombre de points de division n est égal à 3, 4, 5, 6, 7, 9: 


Nombre Coefficients 
Ca 


d'ordonnées n Valeurs des abscisses xi, X2, - .. 


z, = —23=0,707107 
22 —0 


Z= — I4 = 0,794654 
T= — z; = 0,187592 


Zus — Z; —0,832498 
T= —Za = 0, 374541 
z3 =0 


z= — ze = 0,866247 
T2 — — z5 = 0,422519 
ar — Z4 = 0,266635 


= — z =0, 911589 

-+ — zg =- 0,601019 

= — z7 = 0,528762 

za = — zę = 0,167906 
Ze =0 


Par conséquent, on effectuera le calcul approché de l'intégrale 


sur le segment [—1, 1] en appliquant la formule suivante de Tchéby- 
chev: 


1 
[id= a HHA EN 


où n est choisi dans le groupe 3, 4, 5, 6, 7, Det Ti, £o, ..., Ta 
sont représentés dans le tableau. On ne peut prendre pour n le 
nombre 8 ou des nombres supérieurs à 9; le système d'équations (10) 
donne alors des racines complexes. 
Lorsque les bornes d'intégration de l'intégrale donnée sont a 
et b, la formule de Tchébychev devient 
b 
— a 
fi dr? 


n 


U(X) +1 (X2) +... + f(X)}, 
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où Kiss zı (i—1,2,...,n), et les zı ont les 


b+a  b—a 
2 G 2 


valeurs données dans le tableau. 
Donnons un exemple de calcul par application de la formule de 
Tchébychev. 


2 az 
Exemple. Calculer LZ (=Log 2). 
i 


Solution. Ramenons un changement de variable le segment 
d'intégration au segment Cu: 


ER 24.3. Si 
dt 
dr. 


Et 
ECH 1 d 
Ze + Zi 
Calculons cette dernière intégrale avec n—3, en appliquant la formule 
de Tchéb S GK 
1 
2 
Ÿ ()dt= U (0,707107) +- f (0) + f (— 0.707407]. 
—1 


Etant donné que 


1 H 
#07010 = 377007 — som or 0200752, 
1 
10)= -gjy = 0333333, 
1 1 
(Miau meer ees 0486120, 
on a 
( A 2 (0,209752-: 0,333383 -+ 0,436130) = 
SH 3+t Te. 3 H , Nr M r, 


= 2 4,039215 = 0,692810 = 0,693. 


Comparant ce résultat aux résultats fournis par les formules des rectangles, 
des trapèzes et de Simpson (voir l’exemple du paragraphe précédent), on remar- 
que que le résultat obtenu par application de la formule de Tchébychev (avec 
trois points de division) est, plus précis que. le résultat obtenu par application 
de la formule des trapèzes (avec neuf points de division). 


Indiquons que la théorie du calcul approché des intégrales a été 
développée dans les travaux de A. Krylov (1863-1945). 
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$ 10. Intégrales dépendant d’un paramètre. 
Fonction gamma 


Dérivation des intégrales dépendant 
d'un paramètre. Soit l'intégrale 


b 
Ila) = f Í (£, a) dz (1) 


dans laquelle la fonction sous le signe somme dépend d'un certain 
paramètre o. Si le paramètre o varie, la valeur de l'intégrale variera 
aussi. Il en résulte que l'intégrale définie est fonction dega; 
on pourra donc la désigner par T (a). 

1. Supposons que f (x, œ) et fa (x, a) soient des fonctions con- 
tinues lorsque 
cLa<deta<x<b. (2) 
Trouvons la dérivée de l'intégrale par rapport à a: 


lim I (a + Aa) — 1 (a) ` I (a). 
Aa+0 Aa 
Remarquons à cet effet que 
Il + Aa) fei 1 
Ae Ae 
b 
_ ÎLE a + Ao) Si, 
a Aa 
Appliquons la formule des accroissements finis de Lagrange à 
la fonction sous le signe somme ; on obtient : 
Í (z, Q + fo) — fÍ (z, eg (z, a +6 Aa), 
a 


b b 
[Í f(x, a + ^a) dz — $ f(x, a) dz J= 


où 0 <8 <1. 
Etant donné que fa (x, a) est continue dans le domaine fermé (2), 
on a 
fa (z, à +6 Aa) = fa (x, à) +e, 
où la quantité €, dépendant de z, a, Aa, tend vers zéro lorsque 
Aa — 0. 
De sorte que 


Iœ + Aa) — 1(a) ` Ire a) Leldr = 
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Passant à la limite, en faisant Aa —> 0, on obtient *): 


b 
lim SA ZE. 1; (a) À je (x, a) dz 
&a-+0 Ae a 
ou 


b b 
Urs a) dr ka = f fa (2, a) dz. 


C'est la formule de Leibniz. 
2. Supposons à présent que les bornes d'intégration 
actbdans (1)soient des fonctions de a: 


bla) 
I (a) = O [a, a (a), b(a)]— À e a) dr. (1) 


M [a, a (a), b («)] est une fonction composée de o, par l'intermé- 
diaire de a et b. Pour trouver la dérivée de 7 (œ), appliquons la 
règle de dérivation des fonctions composées (voir $ 10, ch. VIII) 


T Q aar rire: EE Sr 3 

(0) aa da da ob da (3) 

En vertu du théorème de dérivation d'une intégrale définie par 

rapport à sa borne supérieure variable (voir formule (1), $ 4), on 
obtient : 


aD ok 
Tg Le a) dx = f [b (a), al, 


on ok d'V 
Gallier lite, o de= — fialo), el 


Enfin, pour calculer Se utilisons la formule de Leibniz établie 


ci-dessus : 


b 
*) La fonction sous le signe somme dans l'intégrale f e da tend vers zéro 


a 
lorsque Aa — 0. Du fait que la fonction sous le signe somme tend en chaque 
point vers zéro, il ne découle pas forcément que l'intégrale tende aussi vers 


zéro. Cependant, dans le cas donné f e dr tend vers zéro lorsque Aa — 0. Nous 
a 


l’admettrons sans démonstration. 
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On obtient en substituant dans la formule (3) les expressions 
obtenues des dérivées : 


bla) 
l= Le a) dz + "rk li — fla (o), a] D. o 


La formule de Leibniz permet de calculer certaines intégrales 
définies. 
Exemple 4. Calculer l'intégrale 


sin ar 
—— drz. 
z 


co 
fes 
ô 
Solution. Remarquons d’abord qu'on ne peut calculer directement 
— X gj 
cette intégrale, étant donné que la primitive de la fonction e En at he s'expri- 


me pas au moyen des fonctions élémentaires. Pour calculer cette intégrale, on 
la considérera comme fonction du paramètre a: 


sin az 
= dr. 
T 


I (a)= | ex 
0 


On calcule alors sa dérivée par rapport à o en appliquant la formule de 
Leibniz *) : 


r Sr ` sinar |’ A 
(@)=f [e = Saar | dz= | e-x cos az dz. 
ù z Ja ò 


Mais cette dernière intégrale se calcule aisément au moyen des fonctions 


élémentaires; on obtient Ia Par conséquent, 
Bye A 
dark CC 
On trouve Z (a), en intégrant l'identité trouvée : 
I(œ)=arctga+cC. (5) 

Reste à déterminer C. Remarquons à cet effet que 

œo . o 

rm. es APCE az f Geen 
ò z ô 


Par ailleurs, arc tg 0 = 0. 
Substituant a — 0 dans l'égalité (5), on trouve: 


I (0) = arc tg0 +C, 
donc C = 0. On a donc pour toute valeur de a l'égalité suivante 
I (a) = arc tga, 


*) On a établi la formule de Leibniz en supposant que les bornes d'inté- 
gration a et b étaient finies. Toutefois, la formule de Leibniz convient dans le 
cas présent, bien qu'une des bornes d'intégration soit infinie. 
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c'est-à-dire 
Kai D 
{x Sinar 
ò 
Exemple 2. Fonction gamma. 
Considérons l'intégrale dépendant du paramètre o 


dr = arc tg a. 


Ka 
| z% le * ax. (6) 
0 


Montrons que cette intégrale impropre existe (converge) pour o > 0. Mettons-la 
sous forme de la somme 


e H oo 
E Tle-*dz= f z Zieds | z% te dz. 
0 D 1 


La première intégrale du second membre converge, car 
1 1 
0< f a% le dr < f 2% d=. 
ò ò a 


La seconde intégrale converge aussi. En effet, soit n un nombre entier tel que 
n>a—1. Il est alors évident que 


© CO 
EA le dx < | net dz < oo. 
1 1 


Cette dernière intégrale se calcule par intégration par parties en tenant compte 
du fait que 


zh 
lim ——0 7 
im g (7) 


pour tout k entier positif. Ainsi l'intégrale (6) définit une certaine fonction a. 
Elle est appelée fonction gamma et notée F (œ): 


T (a) — H ap lex dz. (8) 
0 


Cette fonction est fréquemment utilisée dans les applications des mathématiques. 
Trouvons la valeur de T (œ) pour o entier. Pour œ = 1 nous avons 


r(t)=(exdz-1. (9) 
ô 
Supposons que o > 1 est un entier. Intégrons par parties : 
T (a)= Í af le dr= — 7 i= 4 (a — 1) f aber dr 
ô A 


ou, compte tenu de (7), 
T (a) = (a — 1) T (æ — 1). (10) 
En vertu de (10) et (9) nous trouvons pour qœ = n 
r (n) = (nr — 1)! (41) 
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$ 11. Intégration d’une fonction complexe de la variable 
réelle 


Nous avons défini au § 4 ch. VII la fonction complexe f (x) = 
= u (x) + iv (x) de la variable réelle z et sa dérivée f’ (x) = u’ (x) + 
+ iv’ (x). | 
Définition. La fonction F (z) = U (x) + iV (x) est appe- 
lée la primitive de la fonction complexe de la variable réelle f (x), si 
F' (z) = f (2), (1) 
c'est-à-dire si 
U’ (x) + iV’ (x) = u (x) + iv (x). (2) 
Il découle de l'égalité (2) que U’ (x) = u (x), H (x) = v (x), 
autrement dit U (x) est la primitive de u (x) et V (x) la primitive 
de v (x). K 
Il découle de la définition et de cette remarque que si F (z) = 
= U (z) + iV (x) est la primitive de la fonction f (x), alors toute 
primitive de f (x) est de la forme F (x) + C, où C est une constante 
complexe arbitraire. Nous appellerons l'expression F (x) + C l'in- 
tégrale indéfinie de la fonciion complexe de la variable réelle et nous 
écrirons 
| F (2) dz = § u (2) dz + i | v (z) dz = F (2) + C. (3) 
G L'intégrale définie de la fonction complexe de la variable réelle 
f (z) = u (x) + iv (x) sera définie ainsi: 


b b b 
FFC de= fu (a) de + i f v(a) dz. (4) 


Cette définition ne contredit pas, mais est entièrement conforme 
à la définition de l'intégrale définie en tant que limite d'une somme. 


Exercices 
1. Calculer les intégrales définies suivantes, en les considérant comme 
des limites de sommes intégrales sn 


b 
f x? dz. 
a 


Indication. Découper le segment [a, b] en n parties par les points 
D AE —a3 
z=aqi(i=0, 1, 2, ..., n), où g— V2 Rép. La z R 


b 
dr b 
2. = où 0 <a < b. Rép. Log —. 
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Indication. Découper le segment [a, b] comme dans l'exemple pré- 


cédent. 


b 
3. [ Vzdr. Rép. À (6/2 —a?/?), 
a 


Indication. Voir l'exemple précédent. 
b 
4. Í sin zdz. Rép. cos a—cosb. 
a 
Indication. Etablir préalablement l'identité suivante: 
sina—+-sin(a+h)-}sin(a+-2k)+...--sin(a | (n— 1) k]= 


_cos (a — h) — cos (a ~i- nh) 
Tr 2sin h : 


il faut, à cet effet, multiplier et diviser tous les termes du premier membre 
par sin h et remplacer les produits de sinus par des différences de cosinus. 


EN 


8. 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


b 
5. [coszdr. Rép. sin b—sin a. 
a 


Utiliser la formule de Newton-Leibniz pour calculer les intégrales définies : 


1 1 
f z4 dz. Rép. L 7. (x dr. Rép. e—1. 
û 5 ù 
A 
Z 1 

` dx n 
Janada Rép. 1. 9. f Tia R TS 
Kéi z 
2 3 

dz x 
\ A Rép. +. 11. jure Rép. Log 2. 
E de ~ de 
ka Rép. 1. 13. ke Rép. Log z. 
x z S z3— a 
{ sin zdz. Rép. 2sin3 =. 15. Lade, Rép. ——. 
0 Zo 
2 
dz S x 
= p 2 SE 
31" Rép. Log (2—1). 17. g cos? zdz. Rép. +. 


Senwl] a a NM 


sin? zdz. Rép. - 
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js enle les intégrales suivantes en faisant les changements de variable 
iqués 


19. 1 sinzcostzdr, cosz=t. Rép. +. 


0 

Š de z n 
20. . tg -5 =t. Rép. —=. 

f aF Zz WE P y5 


4 
a. | Z, 24 4e, Rép. 3 V2, 


i V2+& 2 
22. Lui res Ces z=tgt. Rép. SAS, 
23. jeté x—1 =f., Rép. 2(2—arc tg 2). 
+ 
24. le z=. Rép. Loge. 
i 
25. LES sin g= t. Rép. Log +. 


Montrer que 

{ 1 

26. | zm(1—az)ndz= | an (1—z)"dz(m >0, n>0). 
0 0 


b b 
27. È f(z)dz= | f(a+b—2)dz. 28. i f (2) ds 1 H f (22)dz. 

a a 

Calculer les intégrales impropres suivantes (bornes infinies ou singularité 
de la fonction à in! r): 


zdz š 


LOESCH , Rép. 1. 


e* dz. Rép. 1. 


8 


Oeren vn Ong Org Oee, 


E 


8 


GES Rép. EE 


dr n 
-= . Rép. KW 


— 33 


S 
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Ÿ de 1 
33. {2 Rép. 7: 
1 
34. [ Logzdz. Rép. —1. 
ò 
KA 
35. ( zsinzdr. Rép. L'intégrale diverge. 
ò 
T de si ` 
36. IZ Rép. L'intégrale diverge. 
i Vz 
Le 
dz 
37. S agura D Rép. N. 
1 
dz 3 
38. | ——. Rép. —-. 
lp Ea 
2 de 
39. LZ, Rép. L'intégrale diverge. 
0 
"de z 
40. Å— a’, R w "ee 
f zVra—-1 ép 2 
1 az 
a.) —1" Rép. L'intégrale diverge. 
—1 
H b 
42. jee Rép. FE 


e a 
43. À o costa dz (a > 0) Rép. eps, 


Calculer les valeurs approchées des intégrales : 


5 
44. Log5= [-Ÿ- par application de la formule des trapèzes et de la formule 


1 
de Simpson (n=12). Rép. 1,6182 (d'après la formule des trapèzes) ; 1,6098 
(Simpson). 


11 
45. Lade d'après la formule des trapèzes et la formule de Simpson (n =10)}. 
1 
Rép. 3690 ; 3660. 
1 
46. | V1— dz d'après la formule des trapèzes (n=6). Rép. 0,8109. 
9 


d'après la formule de Simpson (o — A). Rép. 0,81141. 


3 
dx 
47. Is 
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10 
48. È logiwzdx d'après la formule des trapèzes et la formule de Simpson 
1 


(n=10). Rép. 6,0656 ; 6,0896. 


1 
49. Calculer la valeur de x en partant de ce que = f + , par applica- 
Ù 


tion de la formule de Simpson (n=10). Rép. 3,14159. 
n 


2 
50. { ma dx d’après la formule de Simpson (n= 10). Rép. 1,371. 


œ 
51. En partant de l'égalité leo ds, où oz D, trouver pour l'entier 
0 


KA 
n'>0 la valeur de l'intégrale Lezende, Rép. nl. 
ù 


œo 
52. Partant de l'égalité aioe, trouver la valeur de l'intégrale 
0 D 


2 Ve 


© č de a 4-3-5... (2r—1) 
amer Dip zinn i 


œ y _,—ax 
53. Calculer l'intégrale Lie dr. Rép. Logt + a) (a >—1). 
0 


1 
54. Se servir de l'égalité f ani dz = i pour calculer l'intégrale 
0 
i k! 
(| an-1(Log x} dr. Rép. (— 1) ——. 
0 ` nkt 


Chapitre XII 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES ET MÉCANIQUES 
DE L'INTÉGRALE DÉFINIE 


§ 1. Calcul des aires en coordonnées rectangulaires 


Si la fonction f (x) > 0 sur le segment Io, bl, on sait que OG 2, 
ch. XI) l’aire du trapèze curviligne formé par la courbe y = f (x), 
l'axe Or et les droites z = a et z = b (fig. 214) est donnée par 


b 
Q= $ f (2) dz. - (1) 


b 
Si f (x) < 0 sur la, bl, l'intégrale définie | f (x) dx est aussi <0. 
a 


Sa valeur absolue est égale à l'aire Q du trapèze curviligne corres- 
pondant : 


b 
— Q= ff (dx. 


Si f (x) change un nombre fini de fois de signe sur le segment 
Lo, bl, on décomposera l'intégrale sur [a, b] en intégrales partielles. 


d y y=5sinx 
y=f(x) 
T 
0 x 2n 
D a b T 


Fig. 232 Fig. 233 


L'intégrale est positive sur les segments où f (x) > 0 et négative sur 
ceux où f (x) < 0. L'intégrale sur le segment tout entier représente 
la différence des aires se trouvant de part et d'autre de l'axe Ox 
(fig. 232). Pour obtenir la somme des aires au sens ordinaire, il 
faut trouver la somme des valeurs absolues des intégrales sur les 
intervalles partiels indiqués ou bien calculer l'intégrale 


b 
Q= ir. 


Exemple 1. Calculer l'aire Q délimitée par la sinusoïde y = sin z 
et l'axe Ox lorsque 0 << x < 2n (fig. 233). 
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Solution. Etant donné que sinz> 0 pour 0O£<zr<n et sinz<0 
pour n <z <2z, on a 


n 2x 2x 
Q= f sin z dz i| f sinzdr|= § | sin z į dz, 
0 bi 0 


n 
{ sin x dr = — cos z |o = — (cos n— cos 0) = —(—1—1)=2, 
0 

2x 

| sin zdr = — cos z |?" = — (cos 2n — cos n) = — 2. 

n 


Par conséquent, Q = 2- | —2 |=4. 


Fig. 234 Fig. 235 


S'il faut calculer l'aire délimitée par les courbes y= f(x), y= f» (x) 
et les droites z—a, z—=b avoc la condition f: (z) > f2(z), on aura évidem- 
ment (fig. 234) : 


b b b 
Q= | f(x) dr — § fa (2) dz = | (fi (2)— 12 (3)] dz. (2) 
a a a 
Exomplo 2. Calculer l'aire délimitée par les courbes (fig. 235) 
pr et y=z. 
Solution. Trouvons les points d'intersection des courbes: V/xz-— 7%, 


z = 2x4, d'où Zi =0, T2 = 1. 
Par conséquent, 


Get Zi Get 2 seu ai 2 1 1 
Ce Reie ba Re kee 537373 


Calculons maintenant l'aire du trapèze curviligne délimité par 
la courbe d'équations paramétriques (fig. 236): 


x= ¢ (i), y =y (t), (3) 
a << 


D 


ou 
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et 
p (a) — 4; p (P) = b. 
Supposons que la courbe définie par les équations (3) puisse être 
mise encore sous la forme y = f(x) avec le segment [a, b) pour 
domaine de définition. On pourra calculer alors l’aire comme suit : 


b b 
Q= f fle) dr = f y de. 
Faisons le changement de variable: 
z= q(t); dr = g(t) dt. 
On a, eu égard aux équations (3): 
y = Í (z) = f lọ O1 = Ņ (8). 


Par conséquent, k 
Q= j) P (4) g (£) dt. (4) 


Telle est la formule permettant de calculer l'aire d'un trapèze cur- 
viligne délimité supérieurement par une courbe en coordonnées 
paramétriques. 


Exemple 3. Calculer l'aire du domaine délimité par l'ellipse 
æ—acost, y—bsint. 


Fig. 236 


Solution. Calculons l'aire délimitée par la demi-ellipse supérieure 
et Wéiee le Weeder obtenu. Ici z varie entre —a et +a; par conséquent, 
t varie de n A 


0 0 
Q=2 Í (bsin t) (— a sin t df) = — 2ab | sin? t dt= 2ab Í sint rar 
x n 0 


n 2 S 
1— cos 2t t  sin2t 1x 


Exemple 4. Calculer l'aire délimitée par l'axe Oz et un arc de la 

cycloïde 
z=a(t—sint)}, y = a (1 — cost). 

Solution. Lorsque € varie de O à 27, z varie de O à 2na. On obtient 

en appliquant la formule (4): 
2x Kë 

Q= Í a(1—cost)a (1—cost) dt=at | (1—cos t)? dt— 
0 0 


27 2x 27 
=a? | | dt—2 cost dt+ | cost at]; 
0 0 0 


2x 


2x 2x Sat 
f dt=27; f costdt=0; f cos? t dt = f Leost 
0 0 0 


0 


dë 


On obtient finalement ` 
.  Q=a1(2n+ n) = 3na?. 
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$ 2. Aire d'un secteur curviligne en coordonnées polaires 


Soit 
p=f (6) 


l'équation d’une courbe en coordonnées polaires, où f (8) est une 
fonction continue lorsque o < 8 < B. 

Déterminons l'aire du secteur OAB délimitée par la courbe 
p = f (6) et les rayons vecteurs 6 = œ et 0 = f. 


Fig. 237 


Découpons l'aire donnée en n parties par les rayons Do = Ge 
0 = 61, ..., On = P. Désignons par A6,, A82, . .., A6, les angles 
formés par ces rayons (fig. 237). 

Désignons par p; la longueur du rayon vecteur correspondant 
à un angle quelconque 6;, compris entre 6,4 et Or. 

Considérons le secteur circulaire de rayon p; et d'angle au centre 
A8;. Son aire est 


1 - 
AQ, = z pi A8,- 


La somme 
1 As L Save 
He Ai pi Aë AU Ga] A6, 


donne l'aire du secteur en « escalier ». 
Cette somme étant une somme intégrale de la fonction p?= 
= [f (OR sur le segment o < 6 < B, sa limite lorsque max A6, — 0 
donne l'intégrale définie 
1%, 
ape 


31—1162 
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Elle ne dépend pas du rayon vecteur p; choisi dans l'angle A8: 
Il est naturel de considérer que cette limite représente l'aire cher- 
chée *). 


Fig. 238 
Ainsi, l’aire du secteur OAB est égale à 
8 
Q=4 fpa a) 
a 
ou 
4 B L 
=z JF OF. (1) 
Exemple. Calculer l'aire intérieure à la lemniscate 
p=a V/cos 20 
(fig. 238). 
Solution. Le rayon vecteur balaie le quart de l'aire cherchée lorsque 
6 varie de 0 à 5: 
a ZE LS 
1 1 4 1 à A a? sin20 |f e 
ANR a a a here 


par conséquent, l'aire intérieure à la lemniscate sera 
=a?. 


§ 3. Longueur d'un arc de courbe 


1 Longueur d'un arc de courbe en coor- 
données cartésiennes. Soit y = f(x) l'équation d’une 
courbe plane en coordonnées rectangulaires. 

Cherchons la longueur de l'arc AB de cette courbe comprise 
entre les verticales x = a et z = b (fig. 239). 


*) On pourrait montrer que cette définition de l'aire ne contredit pas celle 
donnée précédemment ; en d’autres termes, calculant l'aire du secteur curvili- 
gne au moyen de trapèzes curvilignes on retrouverait le même résultat. 
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On a donné au chapitre VI (§ 1) la définition de la longueur d’un 
arc de courbe. Rappelons-la. Prenons sur l'arc AB des points 
À, Mis M, . en Mia e e en B d'’abscisses To =Q, Zi, T2... 
«er Tis cs 0 = Zu et menons les cordes AM,, M:Mz,... 
. - -„ Ja, dont nous désignerons les longueurs par Ası, As:, . .. 
. <- Aën, On obtient alors la ligne polygonale AM:M: ... Mn-B 
inscrite dans l'arc AB. La longueur de 
cette ligne polygonale est 


Sn = 3 Asi. 


On appelle longueur s de l'arc AB la 
limite vers laquelle tend la longueur de 
la ligne polygonale inscrite lorsque la 7 
plus grande corde tend vers zéro: D 

s= lim Y As. (1) Fig. 239 
max As;—>0 i—1 

Nous allons montrer maintenant que si la fonction f (x) et sa 
dérivée f’ (x) sont continues sur le segment a < z < b, cette limite 
existe. Chemin faisant, on aura donné en même temps un procédé 
de calcul de la longueur d'un arc. 

Introduisons la notation: 


Ayi = Ted — Í (mi). 


Alors i 
EEN z 
As; = VAs? + (Ay) = yı + E Are, 
i 


D'après la formule des accroissements finis 


Ayı ed — f (ti) 
Azi Ti — Ti 


== F (&), 


D 


où 
Lis LEi <T. 


Ae = V1 + [F (EDF Az. 
De sorte que la longueur de la ligne polygonale inscrite est 


RE È VIE EDF As, 


La fonction P (x) étant continue par hypothèse, il en est de 
même de V 1 F If GR Il en résulte que la somme intégrale a une 


Par conséquent, 
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limite qui est égale à l'intégrale définie: 
n b 
s= lim 3 HILD (EDP Ae = UNI +f (ar. 
max âx;—>0 ii a 
Ainsi, on a trouvé pour le calcul des arcs la formule 


s=| VF ofe] Vi + (2) è 2) 


Remarque 1. On peut obtenir en partant de cette dernière 
formule la dérivée de l'arc par rapport à l’abscisse. Si l'on suppose 
que la borne supérieure d'intégration est variable et si on la désigne 
par z (nous ne changerons pas la variable d'intégration), la longueur 
de l'arc s sera une fonction de z: 


= Í V1+ EE 


Dérivant cette intégrale par rapport à la borne supérieure, on obtient: 


ARE) o 


Cette formule a été établie au § 1, ch. VI sous certaines autres 
hypothèses. 
` Exemple 1. Chercher la longueur de la circonférence 
z3 Lu rä 


Solution. Calculons d'abord la longueur du de circonférence 
dans le premier quadrant. L’équation de cette portion d'arc s'écrit 


D =V, 
d'où 
D en E 
de Ve 
Par conséquent, 
1 E E E r 8 DECHE 
E ER ry 
La longueur de la circonférence tout entière est s—2nr 
Cherchons maintenant la longueur d'un arc de courbe lorsque 
la courbe est donnée par des équations paramétriques: 
ec GI, Héi a<t<B) (&) 
où œ(t) et db (t) sont des fonctions continues douées de dérivées 
également continues, et gi (t) ne s’annule pas sur le segment consi- 
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déré. Dans ces conditions, les équations (4) déterminent une certaine 
fonction y = f (x) continue avec sa dérivée 


e WI 
dr g(t) 


Soit a = ọ (a), b =  (B). 
Faisant alors dans l'intégrale (2) la substitution 


x = ọ (t), dr = e (t) dt, 


g SCH , 
=f Vi+| LE | g Oa, 
s=f el e (i) 


ou, en définitive, e 
s= [VIe (DF + [Y Of dr. (5) 


Remarque 2. On démontre que la formule (5) reste en vi- 
gueur pour des courbes qui sont coupées par des verticales en plus 
d'un point (notamment pour des courbes fermées), pourvu que les 
deux dérivées gi (t) et déi (t) soient continues en tout point de la 
courbe. 


Exemple 2. Calculer la longueur de l’hypocycloïde (astroïde) : 
xz =a cos? t, y—asint 


Solution. La courbe étant symétrique relativement aux deux axes 
de coordonnées, calculons d’abord le quart de la longueur de cette courbe se 
trouvant dans le premier quadrant. On trouve: 


on obtient 


dz S du à 
ee 2 Eei ES 2 
di 3a cos? t sin t, 7 3a sin? t cos t. 


Le paramètre £ variera de 0 à + . Par conséquent, 


Kl Vda? cost t sin? t-} 9a? su fecsf t dt = 


bës 
Il i 
V en 


Il 
P 
oennja ena pélä 


Remarque 3. Si l’on a une courbe gauche définie par 
des équations paramétriques 


z= ọ (t) Hr, Zi (6) 
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où a <tLB (voir § 1, ch. IX), on définit sa longueur (comme 
pour une courbe plane) comme la limite d'une ligne polygonale 
inscrite lorsque la plus grande corde tend vers zéro. Si les fonctions 
œ (£), + (£) et x (£) sont continues avec leurs dérivées sur le segment 
Ile, BI, la courbe a une longueur déterminée (c'est-à-dire la limite 
indiquée ci-dessus existe) donnée par la formule 


D 
s= | Vig OP + iY Of +x Of at a 


Nous admettrons ce résultat sans démonstration. 


Exemple 3. Calculer la longueur de l'arc d'hélice 
gz =a cost, —asint, z=amt 
correspondant à £ entre 0 et 2x. 
Solution. On déduit des équations données 
dz — —a sin tdt, dy =a cos tdt, dz — am dt. 
On trouve en substituant dans la formule (7): 


2x 2x 
s= | Vañsin?t-} a? cos? t+ ami dt—a | V1} m?dt=2na V1+ m3. 
0 0 


2. Longueur d'un arc de courbe en coor- 
données polaires. Soit 


p = f (6) (8) 


l'équation d’une courbe en coordonnées polaires, p étant le rayon 
polaire et 6 l'angle polaire. 
Les coordonnées rectangulaires s'expriment au moyen des coor- 


données polaires 
xz = pcosð, y—psine6. 


Si l’on remplace p par son expression (8) en fonction de 6, on 
obtient les équations 


x = f (0) cos 6, y = f (0) sin 6. 


On peut considérer ces équations comme les équations paramé- 
triques de la courbe et appliquer la formule (5). Trouvons à cet effet 
les dérivées de x et de y par rapport au paramètre 8: 


Z- f (@)cosð — # (0) sin: 


d = f (0) sin + f (8) cos8. 
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E + EI V OPHIOP= p? + e 


Par conséquent, 
H 
sc V p”? + p? de. 
0 
Exemple 4. Calculer la longueur de la cardioïde (fig. 240) 
p = a (1 + cos 0). 
Faisant varier l'angle polaire 6 de 0 à x, on obtient la moitié de la longueur 


cherchée. On a ici o ——csin6. Par consé- 
quent, 


n 
s=2 | Va (1 + cos 6) + at sin? Ü d0 = 
0 


x 
re) V2+2 cos 0 d0 = 


x 
=4a Í cos Z 40—Ba sin Se 
0 o 
p=a(l+cos 8) 


Exemple 5. Calculer la longueur de l’ellipse 


z=a Cost, 
y=bsint, }o<r<2n. Fig. 240 
en supposant a > b. 
Solution. Servons-nous de la formule (5). Calculons d’abord le A 
de la longueur, c'est-à-dire la longueur de l'arc correspondant aux variations 


du paramètre £ entre 0 et 5: 


2 
= f Va sin? 1 +63 cos? t dt = 
0 
bd E 


N 


z 


=i Va? (1— cos? t) +b? cos? 1 dt= | a3— {a3 — b3) cos? t dt = 


=a f YEE er 


où k= SE <1. Par conséquent, 


n 
z 
| V'1— k2 così tdt, 


x 
2 

s=4a f V/1— k? cos! tdt. 
ò 
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Il ne reste plus qu'à calculer cette dernière intégrale. Mais on sait qu'elle ne 
s'exprime pas au moyen des fonctions élémentaires (voir § 14, ch. X). Cette 
intégrale ne peut être calculée que par des méthodes approchées (par la formule 


de Simpson, par exemple). 
En particulier, si le demi-grand axe de l’ellipse est égal à 5 et le demi-petit 
axe à 4, on a k —3/5 et la longueur de l'ellipse est 


z ee T 
aasi y1- ($) cost ae. 
0 


Calculant cette dernière intégrale par application de la formule de Simpson 
(en divisant le segment [o z) en quatre parties), on obtient la valeur 


2 
approchée de l'intégrale: 


n 

EDP e NE 

§ p/1—-È cosè t dt = 1,298. 
à 5 


La longueur totale de l’ellipse est approximativement égale à 
s = 25,96 unités de longueur. 


$ 4. Calcul du volume d’un corps en fonction des aires 
des sections parallèles 


Considérons un corps T et supposons connue l'aire de toute section 
arbitraire de ce corps par un plan perpendiculaire à l'axe Oz (fig. 241). 
Cette aire dépend du plan sécant, c’est-à-dire qu'elle est f o nc- 

tion de z: 


Q = Q (2). 


Supposons que Q (x) soit une fonction 
continue de zx et cherchons le volume du 
corps donné. 
Menons les plans x = 20 = a, x =, 
= do, te a = 0. 

Fig. 241 Ces plans découpent le corps en tran- 
ches. Prenons dans chaque segment par- 
tiel zuerst un point arbitraire E: et construisons pour chaque 
section à = 1, 2, ..., n un cylindre dont la génératrice parallèle 
à l'axe des x s'appuie sur le contour de la section par le plan z = Er 

L'aire de la base d’un tel cylindre élémentaire est 


Q (i) (£i S hi LH), 


la hauteur Az; et le volume 


Q (Ei) Azi. 
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Le volume de tous les cylindres est 
n 
Un = à Q (È) Az. 


La limite de cette somme lorsque max Az, > O (quand elle 
existe) s’appelle le volume du corps donné 


v= lim >J; Q(E)Ax. 
max Ax;—>0 ii 


Comme v, représente évidemment une somme intégrale pour la 
fonction continue Q (x) sur le segment a < z < b, la limite indi- 


Fig. 242 


quée existe et s'exprime par l'intégrale définie 
b 
v= f Q (2) dz. (1) 


Exemple. Calculer le volume délimité par l'ellipsoïde (fig. 242) 
EI y? z2 
GA 
Solution. La section par un plan parallèle au n Oyz et se trouvant 
à la distance z de ce dernier donne h 'ellipse E 
y? E 


ou 
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ani AO E E E 


avec pour demi-axes 


) z? ] / z? 
ET? Leger WE Oz t= 


Mais l'aire d’une telle ellipse est égale à xbicy (voir l'exemple 3 du $ 1). 
Par conséquent, 


2 
Q (z) = nbc (1-5) . 
Le volume de l’ellipsoïde est égal à 


a A 


viel (1-5) dz = nbe GZ) t =g mabe. 


Notamment, si a=b=c, l’ellipsoïde devient une sphère dont le volume 
délimité est 
pá: nas 
=4 ; 
§ 5. Volume d’un corps de révolution 


Considérons le corps de révolution engendré par la rotation autour 
de l'axe Ox du trapèze curviligne aABb formé par la courbe y = 
= f(x), l'axe Ox et les droites 
Z se z= D 

Dans ce cas, toute section de 
ce corps par un plan perpendicu- 
laire à l'axe des abscisses est 
un cercle, ayant pour aire 

Q = ny = n If (x). 

On trouve, en appliquant la 
formule usuelle du calcul des 
volumes [(1), $ 4], la formule 
permettant de calculer les volu- 
mes des corps de révo- 
lution: 


b b 
Fig. 243 v=n y dr=n | [f (ġ}f dz. 


Exemple. Trouver le volume du corps engendré par la rotation de la 
chaînette 


En 
y=- ("+e H 
autour de l’axe Oz entre les plans z=0 et z =b (fig. 243). 


Solution. 
2x 2x 


as? E Ta, rai D "e 
Gas ft Lt +e Ne e | (e +24-e 
0 0 
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$ 6. Aire d’un corps de révolution 


Considérons la surface de révolution obtenue en faisant tourner 
la courbe y = f (x) autour de l'axe Ox. Calculons l'aire de cette 
surface dans l'intervalle a < x < b. Nous supposerons la fonction 
f (x) continue avec sa dérivée en tous les points du segment Io, b]. 

Comme au § 3, menons les cordes 
AM, MM Mh_1B dont nous 
désignerons les longueurs par As, As2,.… 
< ©- Aën (fig. 244). 

Dans sa rotation, chaque corde de 
longueur As; (i = 1, 2, ..., n) en- 
gendre un cône tronqué dont l'aire 
AP, est égale à 


AP, = Za As, 


Or, 
reese? Age ; 
As; = Az? + A= E beem Aze, Fig. 244 
Az; 
On obtient en appliquant la formule des accroissements finis : 


EA où ue ue Zu 


At: Li — Ti- 


par conséquent, 

As=V1 +f EAr AP,= 2n SC (LP An. 
L'aire de la surface engendrée par la ligne polygonale sera égale à 
P,—=2n KENE Axi, 

ou bien encore à la somme 
Pan DU e) +1 GI VIET E ie, (1) 


étendue à toutes les cordes. La limite de cette somme, lorsque la 
plus grande corde As; tend vers zéro, s'appelle l'aire de la surface 
de révolution considérée. La somme (1) n’est pas une somme inté- 
grale pour la fonction 


2nf (x) V1 +f (2, (2) 
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étant donné que dans le terme correspondant au segment [x;_1, zl 
figurent plusieurs points de ce segment: x;1, Z; Er, Mais on peut 
démontrer que la limite de la somme (1) est égale à la limite de la 
somme intégrale de la fonction (2), c'est-à-dire 


P= lim a {f+ NVF E A= 


max Ax;-?0 


= lim n 2 2f E VA +f? E As 


max Ast-zp 
ou 


b 
P= 2n | f(a) V1 + fr. (3) 


Exemple. Calculer l'aire du paraboloïde engendrée la rotation 
autour de l'axe Ox de la parabole y?—2pz. On se limitera à E portion com- 
prise entre les plans z—0 et z=a. 


Solution. 


Së , _ V2 ; y r y 2z+p 
v= V2rz, y'= SS" Vif = HV -a 


et on trouve en appliquant la formule (3): 
a Ze Lp a 
P=2n | V2r = dz=2n Vp | V2 Fpdz= 
(J 0 


ia Vi ee + pi Le EUR en ër pl 


$ 7. Calcul du travail au moyen de l'intégrale définie 


Supposons qu'un point matériel M sollicité par une force F se 
meuve sur une droite Os et que la direction de la force coïncide 
avec celle du mouvement. On demande de calculer le travail effectué 
par la force F pour déplacer le point M de la position s = a à la 
position s = b. 

1) Si la force F est constante, le travail À est donné par le pro- 
duit de F par le chemin parcouru, soit 

A =F (b — a). 

2) Supposons que la force F varie continûment en fonction de la 
position du point matériel, c'est-à-dire qu'elle représente une fonc- 
tion F (s) continue sur le segment a <s < b. 

Découpons le segment [a, b] en n parties arbitraires de longueurs 


Aë, Ass, MAI Aë, 
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puis choisissons dans chaque segment partiel [s;,, gl un point 
arbitraire E, et remplaçons le travail de la force F (s) sur le chemin 
As; (i = 1,2, ..., n) par le produit 


F (Gah Ası. 


Cela signifie que nous supposons la force F constante sur chaque 
segment, à savoir F = FI Dans ces conditions, l'expression 
FG Ası donne, pour As; suffisamment 
petit, une valeur approchée du travail 
de F sur le chemin As; et la somme 


An = 2 F(E;) As; 


~ 
D 
S 
g 
D 
E) 
Vi 
N 
KI 
S 


exprime approximativement le travail 
de F sur tout le segment Ía, bl. 

Il est évident que À, représente 
une somme intégrale pour la fonction 
F = F (s) sur le segment Io, b]. La limite 
de cette somme, lorsque max (As;) —> 0, 
existe et exprime le travail de la force 
F (s) sur le chemin entre les points s =a et s = b; 


b 
A= Í F (9) ds. (1) 


E xempie 1. La com ression S d'un ressort à boudin est proportionnelle 
à la force appliquée F. Calculer le travail de F lorsque le ressort est comprimé 
de 5 cm, s'il faut appliquer une force de 1 kg pour comprimer le ressort de 1 cm 


(fig. 245). 


Solution. La force F et le déplacement S sont reliés, par hypothèse, 
par la relation F — kS, où k est une constante. 

Nous exprimerons $ en mètres et F en kilogrammes. Pour S — 0,01 on 
a F—1, c'est-à-dire que 1 = k -0,01, d'où k = 100 et F = 1005. 

On a en vertu de la formule (1): 


0,05 0,05 
A= f 1005S as =10 © o = 0,125 kgm. 
ò 


Exemple 2. La force de répulsion entre deux charges électriques de 
même signe e et es distantes de r s'exprime par la formule 


F=k s š 


où k est une constante, 

Déterminer le travail de la force F pour déplacer la charge es du point 4,, 
se trouvant à la distance r, dee, au point Aa, à la distance r, dee, en admettant 
que la charge e, se trouve à l'origine Ao. 
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Solution. On a d'après la formule (1): 


ra 
D. etes, le 1 1 
äs jk IA — keje — |? = reses (+ —). 


On obtient pour re 0 : 


Pour e;=—1, on a a=k. Cette dernière quantité s'appelle potentiel du 
champ créé par la charge e, 


$ 8. Coordonnées du centre de gravité 
Soit donné dans le plan Ozy un système de points matériels 
Pi ER y), P: (2, Y2), aiei | Ph (Tn, Yn) 
de masses Mi, M2, . . ., Mn- 

On appelle les produits zım, et ym, moments statiques de la masse 
m; par rapport aux axes Oy et Oz. 

Désignons par ze et y. les coordonnées du centre de gravité (bary- 
centre) du système donné. Comme on le sait du cours de mécanique. 
les coordonnées du barycentre d’un système de points matériels 
sont définies par les formules: 

n 
D zim; 


UM Htm t... + Zn Gi 
a a T (o 
AER 
n 
y= + Ye + on + YnMn _ à YEN . (2) 


m + Mate. + Mn SE 


Nous allons utiliser ces formules pour chercher les centres de gravité 
de divers corps et figures. 


1 Centre de gravité d'une courbe plane 
pesante. Soit une courbe matérielle AB donnée par 
son équation y = f(x),a<zx<b. 

Soit y la densité linéaire *) de cette courbe. Découpons la courbe 
en n parties de longueurs As, As, ..., As,. Les masses de ces 


+) On appelle densité linéaire la masse de l'unité de longueur de la courbe 
donnée. sos supposerons que la densité linéaire est la même en tous les points 
pe la courbe. 
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- parties serout égales aux produits des longueurs par la densité (cons- 
tante): Am; = vAsi- Prenons un point arbitraire d'abscisse E. sur 
chaque portion d'arc As;. Considérant maintenant que chaque por- 
tion As; représente un point matériel P; [E;, f (£;)] de masse yAs; et 
substituant dans les formules (1) et (2) au lieu de x; et y; respective- 
ment E: et f (E;) et au lieu de m; la valeur yAs; (la masse de la por- 
tion Asch, on obtient les formules approchées déterminant le centre 


de gravité 
> y Asi _ Air (&) y As: f 
Dr As: Dry Asi 


Si la fonction y = f (x) est continue ainsi que sa dérivée, les sommes 
du numérateur et du dénominateur de chaque fraction ont des limi- 
tes lorsque max As; — 0. Par conséquent, les coordonnées du centre 
de gravité de la courbe ne par les intégrales définies 


faas [VET 
f as | VIF Ode 


fA ds Fev Oar + f(x) dr 
v= = : (2) 


Ia ro de 


Exem ple 1. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la 
demi-circonférence z2 |-y2=— a? se trouvant au-dessus de l'axe Oz. 


Solution. Déterminons l'abscisse du centre de gravité: 


ng dy z dy \ 2 
= 2— r? — — a pg = * Deg A 
y= Var xt, CS Ces de V 1t ( Ce ) dz, 


FA 


(1) 


Te = 


ds = Va dx, 
H f z dx 
Les -Vaa o 
“=a a ae a 
à a arç sin — 
“a Var? Su 
Déterminons maintenant l'ordonnée du centre de gravité : 
ex a 
Var 7 
S, Vaz Y SE 242 ` Ze 


v= na ~ na Ta x 
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2. Centre de gravité d'une figure plane. 
Supposons que la figure donnée soit délimitée par les courbes y= 
= fı (x), y = fz (x), z = a, x = b et représente une figure plane 
matérielle. Nous supposerons que la densité superficielle. 
c'est-à-dire la masse de l'unité d'aire, est constante et égale à € 
pour toutes les parties de la figure. 

Découpons la figure donnée par les droites z = a, £ = Zi, 
z = Zus b en tranches parallèles de largeurs Azı, Azz, . .., Az. 


AT) 


c 
RA] 


Fig. 246 


La masse de chaque tranche sera égale au produit de son aire par 
le densité 6. Assimilant chaque tranche à un rectangle (fig. 246) 


de base Arx; et de hauteur fz (Er) — fı (Es), où Er = zita Te 


masse de cette tranche sera à peu près égale à 
Am = 6 [fz ($) — fi (6) Ap (i =1, 2, .. n n). 


Le centre de gravité de cette tranche se trouvera à peu près au 
centre du rectangle correspondant : 


pb bH, 


Localisant maintenant la masse de chaque tranche en son centre 
de gravité, on trouve les coordonnées approchées du barycentre de 
toute la figure [en vertu des formules (1) et (2)]: 


2. £16 [2 (8) — fa (B:)] Az: 
eX Dolfe — fa En] As 


2 Di ED + fi E 
SC? Dol En — h En] Az 
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Passant à la iimite lorsque Az; — 0, on obtient les coordonnées 
exactes du barycentre de la figure donnée: 


b 
Lett — f (mdz 


Ze = 


b D 
l [f2 (2) — fı (5J dz 


N| = 


b 
WAOESAQIAOESA OL? 
Y= 1. 


f [/2 (2) — fı (2)] dz 


Ces formules conviennent à toute figure plane homogène (ayant une 
densité constante en tous les points). On voit que les coordonnées 
du centre de gravité ne dépendent pas de la densité ô de la figure 
(elle s’élimine dans les calculs). 


y Ger 


Zë 


Fig. 247 


Exemple 2. Déterminer les coordonnées du centre de mayia du seg- 
ment de parabole p = ax découpé par la droite z — a (fig. 247). 


Solution. Dans le cas donné fz(z)= Var , biss — Vaz, donc 
a 
Saz Kees dag 4 


— a8 
BE = 2 3 a 4 ar 
use Vif Ze 
0 


5 3 
yc = 0 (étant donné que le segment est symétrique par rapport à l'axe Or). 


$ 9. Calcul du moment d'inertie d’une courbe, 
d'un cercle et d’un cylindre à l’aide de l'intégrale définie 


Soit donné sur le plan x0y un système de points matériels 


P; Lex, y1), Ps Les, Mel. Pn (Ens Yn) de masses my, m2, .. 
.-., M. On sait alors de la mécanique que le moment d'inertie du 
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système de points matériels par rapport au point O est par définition : 

Io= 2 (+ yim, où Joe È rimi, (1) 
où n =V +A. 


Supposons, comme au § 8, que la courbe AB est donnée par 
l'équation y = f (x), a < x < b, où f (x) est une fonction continue. 
Supposons que cette courbe représente une ligne matérielle de densité 
linéaire y. Partageons de nouveau la courbe en n parties de longueur 
As, Ags, ... ASn, où As; = V Ari + Auf et de masses Am, = 
= yAsı, Ame = yAsr, . . . Am, = yAs,. Sur chaque portion d arc 
prenons un point arbitraire d'abscisse E: L'’ordonnée de ce point 
sera n; = f (E:). Le moment d'inertie de l'arc par rapport au point O 
est alors approximativement, conformément à la formule (1): 


Io zs 2 (Ei H ni) y As. (2) 


Si la fonction y = f (x) et sa dérivée f’ (x) sont continues, alors 
quand As; — 0 la somme (2) possède une limite. Cette limite, s'ex- 
primant par une intégrale définie, détermine le moment d'inertie 
de la ligne matérielle: 


b 
Io=7 ) Le + PVA + f’ (2) dr. (3) 


1. Moment d'inertie d'une tige mince ho- 
mogène de longueur l par rapport à son 
extrémité. Faisons coïincider la tige avec le segment de 
l'axe Or: 0OSz<l. Dans ce cas As; = Az; Am; = yt, 
rt = zł et la formule (3) s'écrit 


To. =? H Side SS (4) 


M 
Si la masse M de la tige est donnée, alors y = Tt la formu- 


le (4) devient 


Io =$ ME. © 


2 Moment d'inertie d'une circonférence 
de rayonr par rapport à son centre.Comme tous 
les points de la circonférence se trouvent à une distance r du centre 
et sa masse m = 2xr «y, le moment d'inertie de la circonférence sera 


Io = mr = yènr-r = Kä, (6) 
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3.Moment d'inertie d'un cercle homogène 
de rayon R par rapport à son centre. Soit 6 la 
masse d’une unité de surface du cercle. Divisons le cercle en n an- 


neaux. 

Considérons un anneau (fig. 248). Soit r; son rayon intérieur, et 
rı + Ar; son rayon extérieur. La masse de cet anneau Am; sera, aux 
infiniments petits d'ordre supérieur par rapport à Ar; près, égale à 


LA | 
NZ 


R 


Fig. 248 
Am; = 62xr;Ar;. Le moment d'inertie de cette masse par rapport 
au centre sera approximativement (conformément à la formule (6)) : 
(Aal & Binmr: Ari-r = ô2nr}. Ars. 


Le moment d'inertie de tout le cercle considéré en tant que sys- 
tème d'’anneaux s'exprimera par la formule approchée 


Lo D) Enr Ari. o 
=i 


Passant à la limite quand max Ar; —+ 0, nous obtenons le mo- 
ment d'inertie de la surface du cercle par rapport au centre 


R 
Io= Bän fdr ns E.. (8) 
0 


Si la masse M du cercle est donnée, la densité superficielle ô 
sera 


Portant cette valeur nous obtenons en définitive: 
Io = AIDS, (9) 
4. Il est évident que si nous avons un cylindre circulaire, dont 


le rayon de la base est R et la masse M, son moment d'inertie par 
rapport à l'axe s'exprimera par la formule (9). 
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Exercices 
Calcul des aires 
1. Trouver l'aire de la figure délimitée par les courbes y= 9z, y = 3x 
Rép. = 5 
Ee S 
3. Trouver l'aire. de la figure comprise entre la courbe y = 4 — z? et l'axe 


Oz. Rép. GE? 


4. Trouver l'aire de la figure délimitée par l'hypocycloïde z°/2 + y#3=— ail 
Rép. 5 na. 


5. Trouver l'aire de la figure délimitée par la css = a Le o Si. 
l'axe Oz, l'axe Oy et la droite x = a. Rép. 5 (€ — 1). 

6. Trouver l'aire de la figure délimitée par la courbe y = z3, la droite y = 8 
et l’axe Oy. Rép. 12. 


7. pou l'aire du domaine délimité par une demi-onde de sinusoïde et 
l'axe des abscisses. Rép. 


8. Trouver l'aire du domaine compris entre les paraboles y? = 2pz, z? = 2py. 
Rép. z pè. 


9. Trouver l'aire totale de la figure délimitée par les courbes y = 23 y = 
= 2z, y = z. Rép. J 

10. Trouver l'aire du Get délimité par un arc de cycloïde z = a (t — sin t), 
y = a (1 — cos t) et l'axe des abscisses. Rép. Zoo 

14. Trouver l'aire de la figure délimitée par l'’hypocycloïde z= a cos? t, 

x 3 
= a sinÌ t. Rép. 3 nai. 

12. Trouver l'aire du ns délimité par la lemniscate p? = a? cos 2. 
Rép. af. 

13. Calculer l’aire du domaine délimité par une boucle de la courbe p =a sin Ze, 
Rép. + me, 

14. SE l'aire totale du domaine délimité geg la cardioïde p= a X 
x (1 — cos ọ). Rép. Ki rai. 


15. Calculer l'aire du domaine délimité par la courbe p= a cos ọ. Rép. ES 


16. Trouver l'aire du domaine délimité par la courbe p = a cos 2p. Rép. ——. 
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17. Trouver l'aire du domaine délimité par la courbe p = cos 3. Rép. +. 
18. Trouver l'aire du domaine délimité par la courbe p = a cos Ae, Rép. ZS. 
Calcul des volumes 


19. On fait tourner l'ellipse = + H= í autour de l'axe Or. Trouver le volume 


du corps de révolution. Rép. 4 nab?. 


20. On fait tourner le segment de.droite réunissant l'origine et le point (a, b) 
autour de l’axe des y. Trouver le volume du cône obtenu. Rép. + nab. 


21. Trouver le volume du tore engendré par la rotation du cercle z? + (y — b) = 
= a? autour de l'axe Oz (on suppose que b > a). Rép. 2n?a?b. 


22. On fait tourner l'arc de la parabole y? — 2pz limitée par la droite z = a 
autour de l'axe Oz. Calculer le volume du corps de révolution obtenu. 
Rép. "po, 

23. La figure délimitée par l'hypocycloïde z%/3 + y%/s = a?/s tourne autour de 


l'axe Oz. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. 105 


24. Trouver le volume engendré par la rotation autour de l'axe Oz d'un arc 
2 
de sinusoide y = sin z. Rép. 5 S 


25. La figure délimitée par la parabole ug = Ar et la droite z= 4 tourne au- 
tour de l'axe Oz. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. 321. 


26. La figure délimitée par la courbe y = zer et les droites y = 0, z = 1 tourne 
autour de l'axe Oz. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. (e2—1). 
27. La figure délimitée par un arc de cycloïde z — a (t — sin t), y = a (1 — 


—cost) et l'axe Oz tourne autour de l'axe Oz. Trouver le volume du corps de 
révolution. Rép. 5ntas. 


28. La figure du proviene 27 tourne autour de l'axe Oy. Trouver le volume du 
corps de révolution. Rép. 6n?a3. 


29. La figure du problème 27 tourne autour de la droite passant par le sommet 
de la cycloïde parallèlement à l'axe Oy. Trouver le volume du corps de 


révolution. Rép. E (9n? — 10). 
30. La figure du problème 27 tourne autour de la tangente au sommet de la 
cycloide. Trouver le volume du corps de révolution. Rép. 71248. 


31. Un cylindre de rayon R est coupé par un plan passant par un diamètre 
de la base sous un angle o avec la base. Trouver le volume de la partie 


tronquée. Rép. + R3 tga. 
32. Trouver le volume commun aux deux cylindres: a 4+ p° = R?, p+ 
+ 2 = Rè. Rép. H R3. 
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33. Le point d’intersection des diagonales d'un carré décrit le diamètre d'une 
circonférence de rayon a, le plan du carré restant constamment pepe 
laire au plan de la circonférence, et deux sommets op u carré 
A e sur cette circonférence (la grandeur du carré varie évidemment 
pendant le mouvement). Trouver le volume du corps engendré par ce car- 


ré. Rép. $ as. 
34. Calculer le volume du segment obtenu en coupant le paraboloide ellipti- 
que ta par le plan x—a. Rép. na? V/ pq. 


35. Calculer le volume du co délimité pe les plans z—0, y—0, les 
surfaces cylindriques z2—2py et z%—2pr et le plan z—a. Rép. 


a3 V/2a 
TVP 
36. Une droite se meut parallèëment au plan Oyz en s'appuyant sur les deux 


5 zT? wë z2 o 
ellipses ts re 4, se trouvant respectivement dans 


(dans le premier octant). 


les plans Oxy et Ozz. Calculer le volume du corps obtenu. Rép. $ abe. 
Calcul desarcs 
37. Trouver la longueur totale de l'hypocycloïde z°/3 + y*/5 — ai. Rép. Ga. 
38. Calculer la longueur de l'arc de la parabole semi-cubique ay? = :8 de 
l'origine des coordonnées au point d’abscisse x — 5a. Rép. SS a. 
x x 
39. Trouver la longueur de la chaînette => (ee a) de l'origine au 
x x 
point (x, y). Rép. + e = Ve, 
40. Ur la longueur d'un arc de cycloïde z—a(t—sint), y =a (1—cos t). 
p. 8a. 
Ai. Trouver SE de EE y= Log z entre les limites z= V3 et z= MÉ 
Rép. 1 += Log Ka 
42. Trouver la longueur de la courbe y —1— Log cos x entre les limites z=0 
x 
et z=7: Rép. Logtg Se 
43. Trouver la longueur de la première spire de la spirale d'Archimède 
` + a R er a 
p=a à partir du pôle. Rép. na VITAE -5 Log (27+ V1 +4). 
44. Trouver la longueur de la spirale logarithmique p= if du pôle au point 
1. a? 
(P. p). Rép. ITS oe Eva 


45. Trouver la longueur totale de la courbe p= a sins +. Rép. Ze 


2 
46. Trouver la longueur de la développée de l'ellipse z= cost y= 


e 4 (a3— b3) 
= 7 ins t. Rép. ET Ee 
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47. Trouver la longueur de la cardioïde p — a (1 + cos y). Rép. 8a. 
48. Trouver la longueur de la développante du cercle z F a (cos ọ + ọsin ọ), 
y = a (sin ọ — p cos p) de p =0à p = Qı- Rép. -5 api. 


Calcul des aires des corps de révolution 
49. Trouver l'aire de la surface obtenue en faisant tourner la parabole y? — 4az 
autour de l'axe Oz, de l'origine au point d'abscisse z — 3a. Rép. EN nat, 
50. Trouver l'aire du cône engendré par la rotation du segment de droite y = 27, 


0 <z < 2: a) Autour de l'axe Oz. Rép. 8n VS b) Autour de l'axe Oy. 
Rép. 4n HR 


Si. Trouver l'aire du tore obtenu en faisant tourner le cercle zë + (y — b}? = a? 
autour de l'axe Oz (b => a). Rép. 4ntab. 


52. Trouver l'aire de la surface de révolution engendrée par la rotation de la 
cardioïde d'équations paramétriques z — a (2cos — cos Zei, y= 


=a(2sin @— sin 2p) autour de l'axe Oz. Rép. SC nai. 
53. Trouver l'aire de la surface obtenue en faisant tourner un arc de cycloïde 
z =a (t — sin t); y = a (1 — cost) autour de l'axe Oz. Rép. 


z: 
54. On fait tourner un arc de cycloïde (voir problème 53) autour de l'axe Oy. 
Trouver l'aire de la surface de révolution. Rép. 167%a? + S ma, 


55. L'arc de cycloïde (problème 53) tourne autour de la tangente à son som- 
Ké 
met. Trouver l'aire de la surface de révolution. Rép. es 


56. L'astroïde z — a sin? t, y — a COst tourne autour de l'axe Oz. Trouver 
l'aire de la surface de révolution. Rép. re E 

57. L'arc de sinusoïde y — sin x de z — 0 à z — 2x tourne autour de l'axe Oz. 
Trouver l'aire de la surface de révolution. Rép. 4x [ V2 + Log (V2+ 1)1. 


58. L’ellipse SÉ = 1 (a >> b) tourne autour de l'axe Or Trouver l'aire de 


la surface de révolution. Rép. 2nb? + 2nab EE où EE 


Différentes applications de l'intégrale définie 


59. Trouver le centre de gravité du quart d'ellipse Z+ =1 (z> 0, y > 0). 
Rép. 4 - AN 
P- Se "Ss: 


60. Trouver le centre de gravité de la figure délimitée par la parabole z? + 


+ 4y — 16 = 0 et l'axe Or. Rép. (0; 5) - 
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61. Trouver le centre de gravité d'une demi-sphère. Rép. Sur l'axe de symétrie, 


à la distance + R de la base. 62. 


62. Trouver le centre de gravité de la surface d'une demi-sphère. Rép. Sur 
, SES S R 
l'axo de symétrie, à la distance +- de la base. 


63. Trouver le centre de gravité de la surface d'un cône circulaire droit dont 
le rayon de la base est R et la hauteur k. Rép. Sur l'axe de symétrie, à la 


distance $ de la base. 
64. Trouver le centre de gravité de la surface plane délimitée par les courbes 
y =sinz (Desen, y =0. Rép. LG 5) | 


65. Trouver le centre de gravité d'une aire plane délimitée par les paraboles 
y? — 20x, z? — 20y. Rép. (9; 9). 

66. Trouver le centre de gravité do l'aire d'un secteur circulaire d'angle au 
centre Zo ct de rayon R. Rép. Sur l’axc de symétrie, à la distance 3 Re 


du sommet du secteur. 


67. Trouver la grandeur de la pression de l’eau sur un rectangle qui y est plongé 
verticalement: la base est de 8 m, la hauteur de 12 m et la base e a 
se trouve à 5 m de la surface parallèlement à cette dernière. Rép. 1056 tonnes. 

68. Le bord supérieur d'unc écluse carrée de 8 m de côté se trouve à la surface 
de l’eau. Quelle est la pression exercée par l'eau sur chacun des triangles 
de l'écluse obtenus en menant une diagonale du carré. Rép. 85 333,33 kg, 
170 666,67 kg. 


69. Calculer le travail nécessaire pour pomper l'eau contenue dans un réser- 
voir en forme de demi-sphère de 20 m de diamètre. Rép. 2,5-10 n kgm. 


70. Un corps est animé d'un mouvement rectiligne, selon la loi z = ct3. où z 
est le chemin parcouru pendant le temps £, c — const. La résistance du mi- 
lieu est proportionnelle au carré de la vitesse, le coefficient de proportion- 
nalité est k. Calculer le travail dû à la résistance à l'avancement lorsque le 


corps passe du point z — D au point z — a. Rép. a ký dei, 


71. Calculer le travail dépensé pour pomper un liquide de densité y contenu 
dans un réservoir conique, le sommet tourné vers le bas, de hauteur H et 
d , ] — nyR2H3 
e rayon à la base R. Rép. = 


72. Un flottour de bois cylindrique dont la surface de base est S — 4 000 cm? 
et la hauteur H — 50 cm flotte sur l'eau. Quel est le travail dépensé JOUE 
le sortir de l'eau ? (Le poids spécifique du bois est de 0,8.) Rép. Ÿ dl -= 
= 32 kgm. 

Calculcr la pression totale exercée par l'eau sur un barrage en forme de 
trapèze isocèle, de dimensions : base supérieure a — 6,4 m, base inférieure 
b = 4,2 m, hauteur H = 3 m. Rép. 22,2 tonnes. 


Trouver la com te axiale P kg de la pression totale de la vapeur exercée 
sur le fond sphérique d’une chaudière. Le diamètre de la partie cylindrique 


73 


74 


75 


76 


77 


78 


D 
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de la chaudière est D mm, la pression de la vapeur dans la chaudière 
xpDi 
p kg/cmi. Rép. 20” * 


Un arbre vertical de rayon r est soutenu par une crapaudine plane. Le 
paie P de l'arbre est uniformément réparti sur toute la surface d'appui. 
alculer le travail total des forces de frottement lorsque l'arbre tourne 


d’un tour. Le coefficient de frottement est p. Rép. ze Pr. 


Un arbre vertical est terminé par un tronc de cône. La ion spécifique 
de ce tronc de cône sur la crapaudine est constante et égale à P. Le diamètre 
supérieur du cône tronqué est D, le diamètre inférieur d, l'angle au sommet 
2a. Le coefficient de frottement est p. Calculer le travail des forces de frot- 


tement pour un tour de l'arbre. Rép. x Pu (D3 — d3). 
6sin a 

Une tige prismatique de longueur l s'allonge progressivement sous l'action 
d'une force croissant de 0 à P de sorte que la force d'extension est équilibrée 
à chaque instant par les forces élastiques de la tige. Calculer le travail A de 
la force d'extension, en supposant que l'allongement est élastique. La 
section transversale de la tige est F, le module d'élasticité du matériau E. 
Indication. Si z est l'allongement et f la force appliquée, on a f = 


= z. L'allongement sous l'action de la force P est Al= FF Rép. A = 
_ PAL PA 

T 2  2EF° 

Une barre prismatique est suspendue verticalement et une force d'extension 
P est appliquée à son extrémité inférieure. Calculer l'allongement de la 
barre sous l’action de son propre poids et de la force P. connaissant la lon- 
gueur de la barre au repos l, la section transversale F, son poids Q et le 


(Q+2P) 


` module d'élasticité du matériau E. Rép. Al— Zeg", 


79. 


81 


Calculer le temps pendant lequel se vide un réservoir prismatique rempli 
jusqu'au niveau H. La section transversale est F, la section de l'ouverture f, 


la vitesse de vidange est donnée par la formule  — p V/2gk, où p est le 
coefficient de viscosité, g l'accélération de la force de pesanteur, À la distan- 


_2FH__ F/A 
WËVäei Hi E. 
Déterminer le débit Ọ de l'eau (quantité d'eau évacuée pendant l'unité de 
temps) à travers un déversoir de section rectangulaire. La hauteur du déver- 


soir est k, sa largeur b. Rép. Q=+ ubh V2gh. 


Déterminer le débit Q de l'eau coulant à travers une ouverture rectangulaire 
latérale de hauteur a et de largeur b, la hauteur de la surface libre de l'eau 


au-dessus du cûté inférieur du rectangle étant H. Rép. Q = a 2g x 
x Lis — (H — a), 


ce de l'ouverture au niveau du liquide. Rép. 7 — 
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— d'une fonction de deux va- 
riables 280 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL 
ET INTEGRAL 


en deux volumes 


Cet ouvrage est un manuel de mathématiques des- 
(ne aux étudiants des stanbilssements d'enseignement 
tochnique superieur, 

En plus des developpement: habituellement trar- 
iés dans les cours d'analyse mathématique, il contient 
l'exposé des notions indispensables aujourd'hui pour 
l'assimilation des disciplines liées à l'automation ei 
aux méthodes de calcul automatique. 

Dans le premier volume. par exempte, on trouve- 
ra: “Etablissement d'une dependance fonctionnelle 
à partir des données expérimentales par ia méthode 
dos moindres carrés» et «Formule d'interpolstion 
de Newton Dérivation numérique»: dans le second 
volume: “Intégration numérique des équations diffé- 
rentietles”, “Integration des systèmes d'équations 
différentielles linéaires-, «Notion sur la theorie 
de la stabilité de Liapounov”, “Opérateur hamil- 
tonien”, “intégrale de Fourier», ainsi que 
“Equations de la physique mathématique» (chap. 
XVII), “Caicul opérationnel et applications» 

(chap. XIX), “Eléments de la théorie des probabi- 
lités et de ls statistique mathématique» (chap. XX), 
«Matrices. Ecriture matricielle des systèmes ei ré- 
solution des systèmes d'équations différentielles ti- 
néaires» {chap. XXI). 

De nombreux problemes et exercices accompa- 
gnent chaque chapitre du cours et facilitent l'assimils- 
tion de ta partis théorique. Certains ont éte résolus 
et commentés à titre d'exemples. Cola rend l'usage de 
ce manuel particulierement précieux pour les autodi- 
dactes. 

Le présent ouvrage géie réédite 9 fois en russe 
et traduit égslement en anglais ei en espagnol. 


